Losningar ks4 i 5B1206 Differentialekvationer I, 31 okt 2006

1) (Varje delfraga ger j:%p eller Op, summan rundas uppat till ndrmaste icke—
negativa heltal.)

sant | falskt

a) Det linjara systemet x’ = A(t)x har sdkert en funda-
mentalméingd 16sningar pa hela intervallet I, da A(t) | X
dr n x n och kontinuerlig for ¢ € I och x(t) n x 1.

Theorem 8.4, sid. 334 i ZC.
b) Om den konstanta, reella 2 x 2—matrisen A har tva

olika, reella egenvarden, bada # 0, har systemet X
x’ = Ax sikert en sadelpunkt i origo.

Det kan vara en nod ocksa, ZC sid.403f.
c) Om ®(t) ar en fundamentalmatris for systemet

x’ = A(t)x pa intervallet I, kan determinanten X
det ®(t) =0 for alla t € I.
ZC sid.356: ®(t) &r icke-singulér.

d) For att systemet x’ = A(t)x + f(t) skall vara au-
tonomt, krivs bade att A(tf) = A, oberoende av t, X
och att f(t) = 0 for alla ¢.

f(t) kan vara # 0, t—oberoende.

e) Om jacobimatrisen A = g’(x¢) har tva icke-reella
egenvarden, maste den kritiska punkten xq till det X
plana autonoma systemet x’ = g(x) vara instabil.

Om egenvirdena har negativ realdel, ar xq stabil.
f) En n:e ordningens ODE av formen

y™ = fyY .y’ y) kan alltid formuleras som | X
ett forsta ordningens autonomt system.
Som langst ner sid.395 i ZC.

2) (3p) Finn den allménna 16sningen till systemet
, (=21
x'=|_5 4]*

Losning: Vi soker forst egenvarden och egenvektorer till matrisen A = :g i) '
Karakteristisk ekvation: det(A — AI) = —2-A 1

N2 _9) a9
I A‘ —A2_2\-3%
=A=3)(A+1) = 0 sa Ao =3, —1. Egenvektorn k ges av (A — Ak = 0:

w0 -G (3 T e )

B —2+1 —1 110 1
e o)~ (5 sja) = (0 ofo) were=(3)

-5 4 + 1
Den allminna lésningen dr x(t) = ¢ kieM? + cokoe?!, s

Svar: Den allménna 16sningen ges av x(t) = ¢; (é) e3 + ¢y (1) et

c1,2 godtyckliga konstanter.



3) (3p) Finn alla kritiska punkter till det plana autonoma systemet

{x’ = (3+2)(y —2)

y'=0B-2)(y+z+2)

och bestdm typ och stabilitet for en av dem (vélj sjilv).

Losning: De kritiska punkterna ges av systemet {(3 +o)y —z) =0
Den forsta ekvationen ger © = —3 eller y = x. B-—z)(y+z+2) =0
Om x = —3 ger den andra ekvationen att y — 1 =0, dvs y = 1.

Om y = x ger den andra ekvationen att (3 —x)(2z +2) =0, dvs . = 3, —1.
De kritiska punkterna ar alltsa (—3,1),(3,3), (=1, —1).

For att avgora typ och stabilitet kring dem studerar vi lineariseringarna:

Jacobimatrisen J(z,y) = (—13_—23;:16_—1—3/?; g i_ g)

(—3,1): A =J(-3,1) = (é 2), egenvarden for det lineariserade systemet

4—X 0 . .

ges av det(A — \I) = 6 6" (A—=4)(A—6) =0,sa A\ o =4,6, sa
(—3,1) ar en instabil nod (tva positiva egenvérden).

[Alternativt: Sétt in x = —3+wu,y = 1+ i systemet, betrakta linjara termer i u, v.]

(3,3): A=1J(3,3) = <:g g), egenvarden for det lineariserade systemet ges

_6 - )\ 6 2 o . o

av det(A — A\I) = _g I\ =N +61A+48=0,s5a A2 = -3 +iV39, sa

(3,3) ar en asymptotiskt stabil spiralpunkt (tva icke-reella egenvirden med

negativ realdel). 9

(-1,-1): A = J(-1,-1) = ( 4 4>, egenvarden for det lineariserade

2\ 2 , :

systemet ges av det(A — A\I) = 4 A\ = A —2\—16 = 0, sa

M2 =1£V17,sa (—1,—1) &r en sadelpunkt (tva reella egenvérden med olika
tecken), alltsa instabil.

Svar: Kritiska punkter ar (—3,1),(3,3),(—1,—1).
(—3,1) ar en instabil nod.

(3,3) ar en asymptotiskt stabil spiralpunkt.
(—1,—1) ar en sadelpunkt, alltsa instabil.



Losningar ks5 i 5B1206 Differentialekvationer I, 31 okt 2006

1) (Varje delfraga ger :l:%p eller Op, summan rundas uppat till ndrmaste icke—
negativa heltal.)

sant | falskt

a) Funktionerna f(r) = |x| + 2% och g(x) = sina® ar

ortogonala pa intervallet [—m, 7). X
f(z) ar jamn, g(z) udda, intervallet symmetriskt.
b) Sinusserien for funktionen
f(x) =cos(x+3)—|r— \/L§|’ 0 <z <, konvergerar X
for = —2% mot %—ﬂ.
Den konvergerar mot —f(%’r) = ‘%
c) Gibbs fenomen innebér att om f och f’ ar styckvis
kontinuerliga, divergerar f:s fourierserie i punkter dar X
f ar diskontinuerlig.

Se ZC sid.442. Serien konvergerar.
d) Virmeledningsekvationen &r en hyperbolisk partiell

differentialekvation. X

Den ar parabolisk.
e) 7"Variabelseparationsmetoden” att l6sa partiella dif-

ferentialekvationer innebir att man forst soker en| X
16sning som ar en produkt av funktioner, vilka var
och en bara beror av en av de oberoende variablerna.

Sa ar det. ' _ '
f) Laplaces ekvation kan beskriva hur temperaturen i en

avsvalnande platta beror av tiden. X
Den beskriver stationar temperaturfordelning.

2a) (2p) Finn fourierserien for funktionen
flx)=lz|, —m<z<m.
b) (1p) Vad konvergerar serien mot da z = 47

Losning: a) Fourierserien for f(z) pa [—m, 7| ges av

% + ;(an cosnx + by, sinnx),
med a, = L [T f(z)cosnxdr, b,=21[" f(z)sinnzdx
I vart fall:

ap =< [" |z|cosOxdes =2 [[wdr =

nz1:a = %ffﬁx\cosnxdx = 2 [Tzcosnrdr = 2([z2222]" — [T1-
s1nnnx d$) _ % [COZ;’LCC} —

_ 2(cosnm—1) _ 2((—=1)"-1)

- 7rn27T - ™2

b, = % f_ﬂ |z| sinnx dr = 0, ty integranden ar udda, intervallet symmetriskt.

b) Serien konvergerar mot den 27—periodiska fortsittningen av f(z), sa for
x = 4 konvergerar den mot f(4 — 27) = |4 — 27| = 27 — 4.

. . . 2((—1)"—1
Svar: a) Fourierserien &r 7 + ) > | %
b) For « = 4 konvergerar den mot 2w — 4.

cosnx.



3) (3p) En stav av langd L har vid tiden ¢ = 0 temperaturen

T T
,0) = sin — (1 — cos —).
u(z,0) = sin L( Cos L)
Stavens andpunkter vid x = 0 och z = L halls vid temperatur 0.
Bestam wu(x,t) for ¢ > 0, da temperaturen i staven antas uppfylla den en-

dimensionella varmeledningsekvationen.

Losning: Problemet blir

Pu 1 0u

— = — L PDE
ErCReTE 0<x<L,t>0,

u(0,t) = u(L,t) =0, t >0, RV

u(r,0) =sin ¥ (1 —cos ), 0 <x <L BV

Variabelseparation, vi soker 16sningar av form u(z,t) = X (x)7'(¢) till PDE+RV:
{X” — LT — _ ) konstant

X ~ kT

X(0) = X(L) =0
ger som vanligt icke—triviala losningar bara da A = )\, = (2£)2,
X, (x) = konst. - sin "2 T, (t) = konst. - e *E) n =1

S8 U (z,t) = by sin “Mx e _k(m)Qt

Superposition ger 16sningen

(1) = T (1) = D, by sin 252 ¢,
dér b, bestams av u(z,0) = > 7 b, sin nz,

[ vart fall ar u(z, 0) = sin Z(1 — cos ZF T ) =sin T — 1 sin 2%,
dvs by =1, by = , ovriga b, = 0, sa
Svar: Temperaturen blir for0 <z < L, t > 0:

u(z,t) = sin %2 e HE)* _ Lgjp 272 e R



