Losningar ksl i 5B1206 Differentialekvationer I, 26 sep 2006

1) (Varje delfraga ger :l:%p eller Op, summan rundas uppat till ndrmaste icke—
negativa heltal.)

sant | falskt

a) Foljande differentialekvation ar linjar:
coszy” +e %y’ — (22 + 1)y = 2% X
(Def. sid. 4 i boken)

b) Om f(z,y) ar kontinuerlig omkring (x¢,yo) har prob-
lemet y' = f(z,v),y(xo) = yo sékert en entydig 16sning X
i en omgivning till z. (Motex ges av

flx,y) = m, (x0,Y0) = (0,0), jfr ex.4 sid. 15)

c) Foljande differentialekvation ar separabel:
CC2
ey =15 X

(Def. sid. 50 i boken)

d) Foljande differentialekvation &r partiell:
Bt 4z — tan(a? + yz). X
(Inga partiella derivator, def. sid. 2-3)

e) Varje kritisk punkt till en autonom ekvation y’ = f(y)
ar antingen instabil eller asymptotiskt stabil. X
(Kan vara ”semi-stabil” ocksa, sid. 46)

f) y =1 ar en instabil kritisk punkt till ekvationen
y'=(y+2)(y— 1y —2). %
(f(5) > 07f(%) < 0, ”sa” stabil)

2) (3p) Los begynnelseviardesproblemet och ange det storsta intervall dér
l6sningen ar definierad

xy' + 2y =sinx
y(5) =1

Losning: For att finna den integrerande faktorn dividerar vi ekvationen med
x, koefficienten for y’, och far y’ 4 2y = s2z,

En integrerande faktor till denna ér e/ e _ 2hnla] _ |z|* = 22, Multipliceras
ekvationen med denna faktor fas %y’ + 2zy = (z%y)’ = wsinz, sa

2*y(x) = [xsinzdr = [PL] = —zcosz + [coszdr = —zcosz +sinx + C,
C' en godtycklig konstant.

Den allménna 16sningen till ekvationen &r alltsa

y(x) = Sne—gcosz 4 x%, C' konstant.

T

Begynnelsevillkoret y(5) = 1 ger 1 = ( 1)2 + (EC)Q, sa C' = (5)* — 1 och den
sokta l6sningen: 2

e

y(x) = ﬁ((g)2 — 14 sinxz — xcosx).

Den definierar en losning i hela intervallet x > 0, men inte i nagot storre
intervall. (Om C = 0 fas en 16sning for alla x, &ven z = 0.)



3) (3p) Tva bassénger innehaller saltvatten med volymerna Vi och V5 (liter).
Till basséng 1 fors saltvatten med flédet 7 (1/min) och saltkoncentrationen ¢
(kg/1).

Till basséang 2 fors dels saltvatten fran bassang 1 med flodet 7, dels rent vatten
(dvs utan salt) med flodet 5.

Fran basséng 2 flédar vatten med flodet r + rs.

Stall upp ekvationer och villkor for att bestamma méangderna salt i bassdngerna,
x1(t) och xs(t) (kg).

Antag att de fran borjan (¢ = 0) innehdll 19 och 299 kg salt och att 16sningarna
i basséngerna &r helt omblandade (homogena) nir vattnet flodar ut.

Du behover inte 16sa ekvationerna.

Losning: Eftersom det till bada bassiangerna kommer lika mycket vatten som
det strommar ut, ar V; och V5 konstanta.
Till basséng 1 fors salt med hastighet r1¢ (kg/min). Salt bortfors med hastighet

rii+ (ty koncentrationen i bassang 1 ar {1). Differentialekvationen for x:(t)

blir alltsa % =ric— 7"1% =ri(c— %) och det géller z1(0) = z10.
Saltet som fors fran bassang 1 fors till bassdng 2, med hastighet 7"1%, och salt
z2

flodar ut ur bassing 2 med hastighet (r; + 7“2)72. Differentialekvationen for

x2(t) blir alltsa ddif = rl"% — 7"2% och det géller z5(0) = 0.
Svaret blir alltsa:

da:l L1
— = "r1C — "1 ——
ddt 1 1V1
Lo 1 Lo
— =Tr1— — (7 To)—
at 7 (r + 2)V2

x1(0) = 10, 2(0) = X2



Losningar ks2 i 5B1206 Differentialekvationer I, 26 sep 2006

1) (Varje delfraga ger :l:%p eller Op, summan rundas uppat till ndrmaste icke—
negativa heltal.)

a)

b)

f)

Foéljande differentialekvation har fem linjart oberoende
l6sningar, alla definierade for z > 2:

Ly szl (22 4 1)y = 0.

(Thm 4.4, sid. 133 i boken)

Losningarna till en homogen, linjar, ordinéar differen-
tialekvation kan alltid fas genom att 16sa den karakte-
ristiska ekvationen.

(Bara om ekvationen har konstanta koefficienter)

Om y;(z), y2(x) ar losningar till y” —tanzy’ +zy =0
och wronskideterminanten Wy, y2)(0) = 1, sa maste
W (y1,y2)(1) # 0.

(Hogst upp sid. 133 i boken)

For varje a finns precis en funktion y(x) som uppfyller:
y"+9y =0, y(0) =0, y(a) = 0.

(Motex. som sid. 129 i boken)

”Variation av parametrarna” ar en metod att finna fler
losningar till en homogen, linjar ekvation med hjalp av
en losning.

(Det som beskrivs kallas "reduktion av ordningen”)
For varje a finns precis en funktion y(x) som uppfyller:
y" +coszy' —(1—a2)y =€, y'(0)=a, y(0) = —1.
(Thm 4.1, sid. 127 i boken)

2) (3p) Verifiera att differentialekvationen

2’y —z(x+2)y' + (z+2)y=0, x>0

sant

falskt

X

har en 16sning y; () = x och anvénd den for att finna den allménna lésningen
till ekvationen.

Losning: Enligt metoden "reduktion av ordningen” skriver vi 16sningen y(x)
som u(z)y;(x) = zu(z).
Da fas y' = zu’ + uw och y” = zu” + 2u’, sa inséttning i ekvationen ger

2 (zu” + 2u') — z(x + 2)(zu’ + u) + (x 4+ 2)zu = 0, dvs z3u”

— 23’

=0, sa

. —x _ — _ o . _
(integrerande faktor ) e™*u” —e™"u’ = (e™*u')" = 0. Saledes dr e™"u’ = cy,
en konstant, och u’ = ¢1e”, sa u = c1e” + ¢y. Saledes svaret:

y(x) = crxe” + cax,

dar ¢y, co ar godtyckliga konstanter.
Valet ¢; = 0,¢5 = 1 ger att y;(x) = z verkligen &r en l6sning till ekvationen.




3) (3p) Verifiera att differentialekvationen
zy" —(x+ 1)y ' +y=0, >0

har 16sningarna y;(z) = 1 4+ x och yo(z) = €*. Anvénd detta for att finna den
allmanna l6sningen till ekvationen

zy” — (x+ Dy’ +y=2%*, x>0,

Losning: Insattning av y; och ys i den homogena ekvationen visar att de ar
losningar.

For att 1osa den inhomogena ekvationen, anvander vi variation av parametrar.
Losningen &ar da y(x) = uy(z)y1 (z) + ua(z)ya2(z) = (1 4+ 2)uy(x) + e*uz(x), dir
Uy, us uppfyller

Y1 Y2 ul  (l+z € uy\ 0
ol i) ) = U1 o) ) = ae

(xe® &r HL i ekvationen pa standardform, y” — “””xily’ -+ iy = xe?r))
(1+2)ujy +e"uy; =0 ul = —e* o Jm o= —3€% + ¢
uy = (1+x)e” uy = re® + ¢y

Y

uq + eu, = re®
dar c1, ¢, forstas ar godtyckliga konstanter. Saledes y(z) = (14 z)(—3)e** +
e"ze” 4 c1(1+ x) + cee” = 3(x — 1)e* + ¢1(1 + x) + c2¢” och
Svar: Den allmanna losningen ar
y(x) = %(:1: —1)e** + ¢ (1 + ) + cze”,

c1, co godtyckliga konstanter



