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Lecture 6 

•  MDP with average reward criterion 
– Finite Markov chain 

– Op&mality  



Finite Markov chain 

•  Probability space:  

•  Defini&on: 
‐  Finite state space: 

‐  A sequence of r.v.                           with values in S is a Markov chain iff    

(Ω,F , P )

S
(Xn, n ∈ N)

•  Transi&on matrix for homogenous Markov chain 

∀n ≥ 0, s ∈ S, P (Xn+1 = s|X0, . . . , Xn) = P (Xn+1 = s|Xn)

P = (p(i, j))i,j∈S

p(i, j) = P (Xn+1 = j|Xn = i)



Kolmogorov equa&ons 

•  Distribu&on at &me n: row vector  µn

µn+1 = Pµn

•  m steps transi&ons:  µn+m = Pmµn

Pm = (pm(i, j)i,j∈S

pm(i, j) = P (Xn+m = j|Xn = i)

•  Accessibility, communica&on:  

i → j ⇐⇒ ∃m : pm(i, j) > 0

i ↔ j ⇐⇒ (i → j, j → i)



Communica&on classes, Irreducibility 

•  By defini&on: each state communicates with itself 

•  Communica&on is an equivalence class 
•  Two communica&ng states are said to belong to the same 

communica&on class 

•  A finite Markov chain is irreducible iff there is a unique 
communica&on class 



Transi&on graph 

1  2  3 

p0

1− p0

1− p1

1− p2

p2p1



State classifica&on 
•  Time to reach i: 

•  Recurrent state: 

•  Posi&ve recurrent state: 

Pi(τi < ∞) = 1

Ei(τi) < ∞

•  Transient state:  Pi(τi < ∞) < 1

•  Recurrence is a class property: 
i ↔ j =⇒ i, j are both recurrent or both transient 

τi = inf(n ≥ 1 : Xn = i)

•  Number of visits:  Ni =
∑

n≥1

1Xn=i

Pi(τi < ∞) = 1 ⇐⇒ Pi[Ni = ∞] = 1



Irreducibility and recurrence 

•  In an irreducible finite Markov chain, all states are posi&ve 
recurrent 



Periodicity 

•  The period of state i is the largest integer d sa&sfying: 

(pn(i, i) > 0 =⇒ n ∈ dN)

•  A state is aperiodic if its period is equal to 1 
•  In an irreducible Markov, all states have the same period 
•  An irreducible Markov chain with period d has a cyclic 

structure  

∃S0, ..., Sd−1 : ∪lSl = S,

∀i ∈ Sk,
∑

j∈Sk+1

p(i, j) = 1

Sd = S0



Periodicity 

•  An irreducible Markov chain with period d has a cyclic 
structure  

P =





0 A0 0 0
0 0 A1 0
0 0 0 A2

A3 0 0 0







Limi&ng matrix 

•  Defini&on:  P ! = lim
n→∞

1

N

N−1∑

k=0

P k

p!(i, j) = lim
N→∞

1

N

N−1∑

k=0

pk(i, j)

•  Proper&es: 
PP ! = P !P = P !

Fundamental matrix 

HP = (I − P + P !)−1(I − P !) = lim
N→∞

1

N

N−1∑

n=0

n−1∑

k=0

(P k − P !)

for aperiodic chains HP = lim
N→∞

N−1∑

k=0

(P k − P !)



Sta&onary probability 

•  A distribu&on is sta&onary if: 
•  Global balance equa&ons: 

•  A finite irreducible Markov chain has a sta&onary distribu&on 

π = πP

∀i,π(i) =
∑

j

π(j)p(j, i)

∀i,π(i) =
E0[

∑
n≥1 1Xn=i1n≤τ0 ]

E0[τ0]

π(i) =
1

Ei[τi]



Ergodic theorem 

•  For a finite irreducible Markov chain: 

∀f : S → R
∑

i

|f(i)|π(i) < ∞,

lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

f(Xk) =
∑

i∈S

f(i)π(i), a.s.
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Average reward MDP: model 

•  Sta&onary reward and transi&ons: 

•  Bounded reward: 

•  Finite state space: 

r(s, a)

p(j|s, a)

|r(s, a)| ≤ M, ∀s, a

S



Average reward MDP: model 

•  HR policies: 

•  Value / gain of a policy: 

•  Op&mal value: 

•  … the limit may not exist 

π = (π1,π2, . . .)

πt : Ht → P(A)

gπ(s) = lim
N→∞

1

N
vπN+1(s)

g!(s) = sup
π∈HR

gπ(s)

vπN+1(s) = Eπ
s [

N∑

t=1

r(Xt, Yt)]



Average reward MDP: model 

•  Example: two states 1 and 2 with respec&ve rewards 1 and 2 

&me 1 

2 

lim sup
N→∞

1

N
vπN+1(s) > lim inf

N→∞

1

N
vπN+1(s)



Sta&onary policies 

•  Sta&onary policy: 

•  Nota&on: 

π = (d, d, . . .)

gπ(s) = lim
N→∞

1

N
vπN+1(s) = P "

d rd(s)

rd(s) = r(s, d(s))

(Pdv)(s) =
∑

j∈S

p(j|s, d(s))v(j)



HR vs. MR policies 

•  Markovian policies are good enough: define for all  

gπ+(s) = lim sup
N→∞

1

N
vπN+1(s)

gπ−(s) = lim inf
N→∞

1

N
vπN+1(s)

π ∈ HR

For each                  , there exists                     such that  π ∈ HR π′ ∈ MR

gπ+ = gπ
′

+

gπ− = gπ
′

−



Evalua&ng sta&onary policies 

•  Sta&onary policy: 

•  Under a sta&onary policy, the state and ac&on evolves as an 
homogenous Markov chain, and the reward star&ng at a given 
state is the steady‐state reward (see ergodic theorem) 

•             is constant over communica&on classes  

π = (d, d, . . .)

gπ(s) = lim
N→∞

1

N
vπN+1(s) = P "

d rd(s)

gπ(·)



Evalua&ng sta&onary policies 

•  Bias: 
•  Difference between total reward and sta&onary reward 
•  Aperiodic chain: 

•  Periodic chain: expand the expressions to Cesaro‐limits   

hπ = HPdrd ∈ RS

hπ =
∞∑

t=0

(P t − P ")rd =
∞∑

t=0

P t(rd − gπ)

hπ(s) = Es[
∞∑

t=1

(rd(Xt)− gπ(Xt))]



Evalua&ng sta&onary policies 

•  Aperiodic chain: 

vN+1 =
N∑

t=1

P t−1
d rd

hπ =
N∑

t=1

P t−1
d rd −Ngπ +

∞∑

t=N+1

(P t−1
d − P "

d )rd

=⇒ vπN+1 = Ngπ + hπ + o(1)



Evalua&on equa&ons 

Theorem    We have:  

(i) 
(ii)  

(I − Pd)g
π = 0

gπ + (I − Pd)h
π = rd



Unichain MDPs 

•  Unichain MDP: the Markov chain for every sta&onary policy is 
unichain (irreducible) 

•  Mul&chain MDPs (See Puterman chapter 9) 



Op&mality equa&on 

•  Unichain MDP (aperiodic case) 

•  Op&mal expected total gain: 

•  Hence: 

v!N = (N − 1)g!1 + h+ o(1)

v!N+1(s) = max
a



r(s, a) +
∑

j

p(j|s, a)v!(j)





v!N+1 = max
d:S→A

[rd + Pdv
!]

0 = max
a



r(s, a)− g! +
∑

j

p(j|s, a)h(j)− h(s)







Op&mality equa&on 

•  Unichain MDP (aperiodic case) 

0 = max
a



r(s, a)− g! +
∑

j

p(j|s, a)h(j)− h(s)





0 = max
d:S→A

[rd − g!1 + (Pd − I)h]



Op&mality 

Theorem    If there exists a scalar      and a vector      sa&sfying 
the op&mality equa&on, then:     

g h

g1 = g!+ = g!−

Theorem    If the ac&on space is finite, then op&mality equa&ons 
have a solu&on. 



Op&mality policies 

•  First method: let the discount factor tend to 1 … 

•  Second method: h‐improving policies 

rdh + Pdhh = max
d:S→A

(rd + Pdh)

g hTheorem    If there exists a scalar      and a vector      sa&sfying 
the op&mality equa&on, then, h‐improving policies are op&mal.    


