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•  Q‐learning 
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•  MDP with average reward criterion 
– Finite Markov chain 

– Op&mality (lecture 6)   



Q‐learning 



Q‐values 
•  The Q‐value: the maximum expected rewards star&ng from a 

given state and selec&ng a given ac&on 

•  Q‐values vs. value func&on: 

•  Q‐value itera&on: 

q(s, a) = r(s, a) + λ
∑

j

p(j|s, a)v(j)

v(s) = max
a∈As

q(s, a)

q(s, a) = r(s, a) + λ
∑

j

p(j|s, a)max
b∈As

q(j, b)

qn+1(s, a) = r(s, a) + λ
∑

j

p(j|s, a)max
b∈Aj

qn(j, b)



Q‐values 
•  The Q‐values: the unique fixed point of  F 

q(s, a) = r(s, a) + λ
∑

j

p(j|s, a)max
b∈As

q(j, b)

F : RS×A → RS×A

F (q)sa = r(s, a) + λEp(.|s,a)

[
max
b∈AJ

q(J, b)

]



Q‐learning, bandit version 

•  Bandit: in a given state, you shave to select an ac&on and you 
may observe the corresponding reward and new state 

•  Choose a sta&onary randomized policy arbitrarily such that: 

•  In a given state, each ac&on is explored an infinite number of 
&mes 

s S(s, a) ∼ p(·|s, a)a

Pπ(Yt = a|Xt = s) > 0, ∀s, a



Q‐learning, bandit version 

•  Algorithm: Ini&alize q0 ∈ RS×A, s0

•  Convergence: 

 The algorithm approximates ODE: 

∑

n

αn(s, a) = ∞,
∑

n

α2
n(s, a) < ∞

∀s, a,

q̇ = F (q)− q

qn+1(sn, an) = qn(sn, an)

+ αn(sn, an)

[
r(sn, an) + λmax

b
qn(S

′(sn, an), b)− qn(sn, an)

]

sn+1 = S′(sn, an)



Q‐learning 
A determinis&c example 



Determinis&c Q‐learning 

•  Determinis&c model: 

•  Q‐value: fixed point  

s
a s′(s, a)

Current state  Ac&on  Next state 

q(s, a) = r(s, a) + λmax
b∈A

q (s′(s, a), b)



Determinis&c Q‐learning 

•  Algorithm: 

     Randomized sta&onary policy: 

qn+1(sn, an) = qn(sn, an)

+ αn(sn, an)

[
r(sn, an) + λmax

b
qn(s

′(sn, an), b)− qn(sn, an)

]

w.p. 1− ε, an ∈ argmax
a

qn(sn, a)

w.p. ε, an

(exploita&on) 

(explora&on) random 



A robot learning to walk 

•  Example by Frank Vanden Berghen 

 hXp://www.applied‐mathema&cs.net/qlearning/ 

•  A one‐arm robot: 

arm 

forearm 

‐   Ac&ons: move the arm or   
   the forearm up or down 
‐   States: angles of the arm  
   and forearm 
‐   Goal: maximize the  
   discounted distance  
   (going to the right) 



Convergence proof’s ingredients 



Doob convergence results 

Theorem   If  

then                                 almost surely, and          is finite.  

sup
n

E[‖Xn‖] < ∞,

X∞ = lim
n→∞

Xn, X∞

Theorem   If  

     and if   

then                                 almost surely.  X∞ = lim
n→∞

Xn,

E[‖Xn‖2] < ∞, ∀n,

∑

n

E[‖Xn −Xn−1‖2] < ∞,



Gronwall lemmas 

Lemma   (Con&nuous)            posi&ve con&nuous func&ons   u, v

u(t) ≤ C +K

∫ t

0
u(s)v(s)ds, ∀t ∈ [0, T ]

=⇒ u(t) ≤ C exp(K

∫ t

0
v(s)ds), ∀t ∈ [0, T ]

Lemma   (Con&nuous)               posi&ve sequences   xn, an

xn+1 ≤ C + L
n∑

m=0

amxm

=⇒ xn+1 ≤ C exp(L
n∑

m=0

am)



Stochas&c Approxima&on 

•  Algorithm: 

•  Assump&ons: 

∑

n

an = ∞,
∑

n

a2n < ∞,

xn+1 = xn + an × (h(xn) + ξn+1), ∀n.

h L‐Lipschitz 

sup
n

‖xn‖ < ∞, a.s.

E[‖ξn+1‖2|Fn] ≤ K(1 + ‖xn‖2), a.s.,∀n

E[ξn+1|Fn] = 0, a.s.,∀n



ODE method 

•  Time:  t(0) = 0, t(n) =
n−1∑

k=0

ak, ∀n ≥ 1

lim
n→∞

t(n) = ∞

•  Con&nuous piece‐wise linear interpola&on:  x̄(t)

x̄(0) = 0

x̄(t) = xn + (xn+1 − xn)×
t− t(n)

t(n+ 1)− t(n)
,

∀t ∈ [t(n), t(n+ 1))



ODE method 

•  Approximate ODE: 

•  The interpolated algorithm trajectory is well approximated by 
the ODE: 

xs(s) = x̄(s)

ẋs(t) = h(xs(t)), ∀t ≥ s

Theorem   For any   

lim
s→∞

sup
t∈[s,s+T ]

‖x̄(t)− xs(t)‖ = 0, a.s.

T > 0,



ODE method 

Corollary   If h has a unique globally asympto&cally stable point 

then    
x!

lim
n→∞

xn = x!.



MDP with average reward criterion 



Finite Markov chain 

•  Probability space:  

•  Defini&on: 
‐  Finite state space: 

‐  A sequence of r.v.                           with values in S is a Markov chain iff    

(Ω,F , P )

S
(Xn, n ∈ N)

•  Transi&on matrix for homogenous Markov chain 

∀n ≥ 0, s ∈ S, P (Xn+1 = s|X0, . . . , Xn) = P (Xn+1 = s|Xn)

P = (p(i, j))i,j∈S

p(i, j) = P (Xn+1 = j|Xn = i)



Kolmogorov equa&ons 

•  Distribu&on at &me n: row vector  µn

µn+1 = Pµn

•  m steps transi&ons:  µn+m = Pmµn

Pm = (pm(i, j)i,j∈S

pm(i, j) = P (Xn+m = j|Xn = i)

•  Accessibility, communica&on:  

i → j ⇐⇒ ∃m : pm(i, j) > 0

i ↔ j ⇐⇒ (i → j, j → i)



Communica&on classes, Irreducibility 

•  By defini&on: each state communicates with itself 

•  Communica&on is an equivalence class 
•  Two communica&ng states are said to belong to the same 

communica&on class 

•  A finite Markov chain is irreducible iff there is a unique 
communica&on class 



Transi&on graph 

1  2  3 

p0

1− p0

1− p1

1− p2

p2p1



State classifica&on 
•  Time to reach i: 

•  Recurrent state: 

•  Posi&ve recurrent state: 

Pi(τi < ∞) = 1

Ei(τi) < ∞

•  Transient state:  Pi(τi < ∞) < 1

•  Recurrence is a class property: 
i ↔ j =⇒ i, j are both recurrent or both transient 

τi = inf(n ≥ 1 : Xn = i)

•  Number of visits:  Ni =
∑

n≥1

1Xn=i

Pi(τi < ∞) = 1 ⇐⇒ Pi[Ni = ∞] = 1



Irreducibility and recurrence 

•  In an irreducible finite Markov chain, all states are posi&ve 
recurrent 



Periodicity 

•  The period of state i is the largest integer d sa&sfying: 

(pn(i, i) > 0 =⇒ n ∈ dN)

•  A state is aperiodic if its period is equal to 1 
•  In an irreducible Markov, all states have the same period 
•  An irreducible Markov chain with period d has a cyclic 

structure  

∃S0, ..., Sd−1 : ∪lSl = S,

∀i ∈ Sk,
∑

j∈Sk+1

p(i, j) = 1

Sd = S0



Periodicity 

•  An irreducible Markov chain with period d has a cyclic 
structure  

P =





0 A0 0 0
0 0 A1 0
0 0 0 A2

A3 0 0 0







Sta&onary probability 

•  A distribu&on is sta&onary if: 
•  Global balance equa&ons: 

•  A finite irreducible Markov chain has a sta&onary distribu&on 

π = πP

∀i,π(i) =
∑

j

π(j)p(j, i)

∀i,π(i) =
E0[

∑
n≥1 1Xn=i1n≤τ0 ]

E0[τ0]

π(i) =
1

Ei[τi]



Ergodic theorem 

•  For a finite irreducible Markov chain: 

∀f : S → R
∑

i

|f(i)|π(i) < ∞,

lim
n→∞

1

n

n∑

k=1

f(Xk) =
∑

i∈S

f(i)π(i), a.s.
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