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Lecture 10 
 

•  Online op&miza&on 
– Full informa&on 
– Bandit seDng 

 
Based on 
– Online convex programming and generalized 
infinitesimal gradient ascent. Zinkevich. ICML03  

–   Online convex op&miza&on in the bandit se&ng: 
gradient descent without a gradient. Flaxman, Kalai, 
McMahan. SODA05.   



A mo&va&ng example 

x 

reward 
t=1 

t=2  t=3 

At the beginning of each year, Volvo has to select a vector x (in a 
convex set) represen&ng the rela&ve efforts in producing various 
models (S60, V70, …). The reward is an arbitrarily varying and 
unknown concave func&on of x. How to maximize reward over 
say 50 years? 



Model 
 

•  Online convex op&miza&on 
– A feasible convex set of ac&ons X  
– A sequence of convex cost func&ons on X: 

•  Decision maker 
– Time horizon N 
– At step t, selected ac&on  
– Cost: 
– Feedback. Full informa&on: 

       Bandit: 

c1, c2, ...

ct(xt)

∇ct(xt)

xt

ct(xt)



Regret 
 

•  Cumula&ve cost: 
 
•  Cumula&ve cost of the best ac&on: 

 
•  Regret: 

•  Goal: minimize regret 

N∑

t=1

ct(xt)

N∑
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ct(x
!)

x! ∈ argmax
x∈X

N∑
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ct(x)
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N∑
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ct(xt)−
N∑

t=1

ct(x
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Full informa&on 
 

•  Online gradient descent 
wt+1 = xt − η∇ct(xt)

xt+1 = argmin
x∈X

‖x− wt+1‖22



Full informa&on 

Theorem       
Assume that  
 
  
Then under the online gradient descent algorithm:  
  
 
 

diam(X) ≤ R

‖∇ct(x)‖22 ≤ G, ∀x ∈ X, ∀t = 1, ..., N

R(N) ≤ RG
√
N



Bandit seDng 
 

•  Online convex op&miza&on 
– A feasible convex set of ac&ons X  
– A sequence of convex cost func&ons on X: 

•  Decision maker 
– Time horizon N 
– At step t, selected ac&on  
– Cost: 

c1, c2, ...

xt

ct(xt)



Bandit seDng 
 

•  Idea: one sample es&mate of the gradient 

•  Simulated gradient descent algorithm 

f̂(x) = Ev∈B [f(x+ δv)]

Eu∈S [f(x+ δu)u] =
δ

d
∇f̂(x)

ut

xt = yt + δut

yt+1 = P(1−α)X(yt − νct(xt)ut)

uniformly chosen in B 

B = {x : ‖x‖2 ≤ 1}

S = {x : ‖x‖2 = 1}



Bandit seDng 

Theorem       
Assume that  
 
  
 
 
If  
 
Then under the online gradient descent algorithm:  
  
 
 

‖∇ct(x)‖22 ≤ G, ∀x ∈ X, ∀t = 1, ..., N

r ≤ diam(X) ≤ R

ct(x) ≤ C, ∀x ∈ X, ∀t

N ≥ (
3Rd

2r
)2, ν =

R

C
√
N

, δ = (
rR2d2

12N
)1/3, α = (

3Rd

2r
√
N

)1/3

E[R(N)] ≤ 3CN5/6(dR/r)1/3


