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8397:<;>=@?BAC; D EGF7HJIKHLIKM%N5OQPRI>P�SUTQMVT>HJWXS�WVY4T>F5P�I>Z5[7M]\^H_TQHa`]PbP�OQcXW^\^HLd3TQF5P�WXe
O>PRf�g+&hN5O>WiWXYjHJI(cXHJ`XPRS�T>F7MVT+HLI(MXS�P�kiTQP�S7I>HaW]S�WVY-lmg�,KHJPRI>npoRqXrUstN7O>WiWVY
WVY4T>F5P�umHJO>viF5W]wxP�OQcXW^\^HLd(T>F5PRWXOQP�f�g

yUz|{~}��B�������j�U� ����}
���i���@�j�����j���������|�>�-���|�����m�i�

(X,A, µ) � ��������� � � � ��������� �Q�j��¡U���U¢j£
L :

X → X
�0¤��^���R�-� �¥�����i���i��¦§��¢��¨�>�B��¢-�R©ª����¤¥���B����¢ z

«¬�i¡i�����1�@���0©�����®�7¯#��¢��°�Q�^�R�-�� z
�1±�²i³�´�²iµ ¶U·�¶�· ¸®¹"º�»�¼§½j¾�¿ÁÀ�Â�Ã4À7Ä#Å�ÆUÇ

f ∈ L1,
ÇQ½�Æ^È¨Ç@½�Æ^»@ÆÉºLÊpËUÈÌºJÈÍÇ�ÆBÎ�»CË�ÏjÐ®Æ�Ñ

ËÓÒaÆ�Ò
L Ô º®È�Õ�Ë�»�º�Ë�È�Ç�Ö×�ÈjØUÇ�º�¾�È

f̄
Ê>×jØi½ Ç@½jË�Ç

lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

f(Lkx) = f̄(x)

Ö¾�»�ËÓÒaÆ�Ò
x

¸ÙÇB½�Æ�Ø<¾�È�Õ4Æi»@Î�ÆUÈÚØRÆ�ËUÐ�Ê ¾¥ÇCËÓ¼4Æ^Ê�Û�ÐÜË�Ø ÆÉºJÈ
L1). Ý È°Ö®Ë�Ø]Ç

||f̄ ||1 ≤ ||f ||1Ë]È-ÞßÖ¾�»|ËUÈ�à
L Ô º�È�Õ4Ë�»�º�Ë�È�Ç|Ê<ÆiÇ

A,
∫
A

f =
∫
A

f̄ ,
ºJÈ Û5Ë�» Ç�ºÜØU×jÐ�Ë�»

A = X.
á%���B�|�@�j���É�a©

c(n, x) =
n−1∑
k=0

f(Lkx)
â y�z�y7ã

�Q�j�i¢

c(n + m, x) = c(n, x) + c(m, Lnx),
�>�j¡V�ß�0¡R��¢-£���� ����¢ä�L�	��� �j�������Ì� åÍ�-� �^��� �5£ä�i�

c
�L���]¢ �i£�£��®�B�®¦��æ¡R�4¡U�Í¡i��� zpç �j�i�

�]���¥�U�����U©%�Q�j�è©����¤ â y�z�y^ã]é ©���
f(x) = c(1, x).êÜ©t©���ë�è�>�^ì§�j�i¢j¡i�0�U©t©��¢j¡U� ����¢j�

a(n, .) ∈ L1 ¯(�¥�a¢�� ���5��£ä�Q�5ì��������

a(n + m, x) ≤ a(n, x) + a(m, Lnx),
�Q�j�i¢

a
�L��¡R�����®�5£ß�è�<� � ��£�£����B��¦��æ¡���¡U�4¡U��� z#í ���R�-¤è�è�>�-�Ó�

inf
1

n

∫
X

a(n, x)dµ > −∞.

î+ïBð>ñ�ò '�WB`XP�f¬[ÓPRORó�o qXq]ô5g
õ
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ç ���i¢¥�@���p©�������Ó¯p��¢��É�i�^¢��i�B�������B�7�B����¢æ�]©G�Q�j���+�����Í����� � �����4£��Ü¡p�>�j�i�����i¤ ������£�� z
�1±�²i³�´�²iµ ¶U·��4· ¸��Éº�È�Î��æË�È ÀBÂ ��!�Ä#"¬È-Þ�Æi»0Ç@½�ÆÌËXÏ�¾�ÕÍÆ¨ØQ¾�È-Þ�º�Ç º�¾�ÈjÊiÑ�Ç@½�Æi»@Æ¨ºLÊ
Ë]È ºJÈ4Ç ÆBÎ�»CË�ÏjÐ®Æ�ÑbË�ÒaÆ�Ò

L Ô º�È�Õ�Ë�» ºÜË�È�Ç�Ö×�ÈjØ]ÇBº�¾�È
ā

Ê>×jØi½ Ç@½jË�Ç

lim
n→∞

1

n
a(n, x) = ā(x)

Ö¾�»|Ë�Ò_Æ�Ò
x

¸ÇB½�Æ�ØQ¾�ÈjÕ§Æ^»@Î�Æ^ÈjØ Æ�Ë]Ð�Ê ¾ÌÇCË�¼§Æ^Ê�Û�ÐÜË�Ø�Æ ºJÈ
L1)

Ò�$æ¾�»@Æ�¾�ÕÍÆi»

lim
1

n

∫
A

a(n, x)dµ =

∫
A

ā(x)dµ

Ö¾�»|ËUÐ<Ð
L

ºJÈ�Õ4Ë�»�º�Ë�È�Ç%�ÉÆBË�ÊR×-»@Ë�ÏjÐ�Æ�Ê>Æ]ÇVÊ
A.

&Óz%')(+*-,/.�0�132|�5462>��7�*��-���®���98+1��R���5:4�50;1<2
ç �j� �U�®¤��U©"�Q���Ü���Q�i¡]�B����¢ �J���>�Ì�J����j� ���B�Ó�B�¥�Q�j���%="��¢���¤¥��¢?>L�É�Q���^�����^¤��J�ë�

�>����¢j�;@�¡^��¢§�	� å§�B�i¢-� ����¢x�U©��b�����Í�����A>J���Q���^�����^¤ �U¢-£Ì�>�-�Ó���a��������¤É��¢Í�Ì�X�j�����9B
¡ ��� ����¢j� z

&7z�y�z ��C-D�E�³�µGF�´ ³+E�H�I�JLK6MNDOC��PC DQC-IV±RC�S9T�²<Uj´VC�· ���i�
A : X → B � �É�

¤É�i��� ���B� � ���p¤É���¥�J¢��B�ë�W�1��¢-��¡V�¥�U����� � �B� z �j�U�
u(n, x) = A(Ln−1x)A(Ln−2x)...A(x),�Q�j�i¢

a(n, x) = log ||u(n, x)||
�L�����>� � ��£�£��®�B��¦�� ¡R�4¡U�Í¡i��� é � �^¡i���j� � ||AB|| ≤ ||A||||B||.

ç ��� ¡R����� �^���m��¢-£+B
�J¢�� ¡ ��¢4¦��i�����U¢Ú¡]�h¯+���X@U�B� �������7¦��^£ � �ZY����B� � �^¢ � �i��� �U¢-£[="�5�R���i¢ �a¢ yV\�]�^
©�����@��¢j£���¤ �����Í£��-¡]�V�	�U©¬¤ë�������Ü¡U�i� é �U©"¡������B� �0¯1���B���������Q���0���R�0�]©%�>�-�0�<� � B�U£j£�������¦��Ì�R������£���¡¨�@���i��� �i¤ z ç ����� �]�j������¡^��������¢ �L�¥��� �5£ �J¢ �<��¤¥�°�����Í��©>�¥�U©
_ ��¡i�i���i£4�V�5>3¤	�����B�®�j����¡i���B�®¦��¥�R������£���¡0�>�-�U�����i¤ z

&7z�&4z ��C-D�E�³�µa`C S;b+KU· �j�U�
G � �|���@���Ú����������¡^���b�i� ����� �U¢j£

h : X → G
�

�+�����i��¤��^��� ���B� � �®�ë¤É��� z ���U�
v(n, x) = h(Ln−1x)...h(Lx)h(x),

�a©
{h◦Lk}�]���ë�J¢�£��i�Ú�i¢-£��i¢Í� é �@���i¢°�Q���Ü���J�#���R�Ú�Ó����� ¡ �������5£Ì���@��¢j£���¤ ¯1���;� z�ç �-�ë�@��¢j��� é

�Q�-���É�L�	���7¯ ¤ë��¢Í�h�§���®¢Í�V��¦Ó��� ��� �5£ �J¢
G,

a(n, x) := Card{v(i, x) : 1 ≤ i ≤ n}
�L���

L
BÜ� � � ��£�£����B��¦��æ¡R�4¡U�4¡U��� z

í ������¤è���@�j���
d

�J���ë�a�]©ª�	�J¢§¦Ó��������¢§�	¤��i������¡��i¢
G,

â � z � z �ë¯b���B£x¤��U�B����¡��J¢
�Q�j�è¡���� �

G
�L�c@]¢j��B�i���h�U�i¢j�i�B���B�^£ ã �@���^¢

b(n, x) := d(e, v(n, x))
�L�t�

L
BÜ� � � ��£�£��®�B��¦���¡R�4¡U��¡U��� é � �¥�Q�j���Q���Ü��¢j���®���J¢��^ì§�j�����®��� �U¢j£ �Q�j�	�J¢�¦������Ü��¢j¡]�

�]©
d.




���� �Q�Q�������
	Q� �Q���?������������+������� �

&7z���z $æ²5JB´�M;I[J@±�²^³�´�� ³��RIR³�D	JVM�D+H�²3E��´ C�I�JVM�³�D�K]·�� �i� � �%��!��U¢j£"� �t��� B
� ������� � é$#�z á%�j¤ z�ç � z ]<]äy&%-& B y('�& â y \�\)%�ã ! z

���i�
X = [0, 1)

�U¢j£
A � �è�>�-�/�+�����i�

σ
BÜ������� � ��� z Y����ë�U¢Í�

x
¯!� ���B�0�a�É�i�

x =
1
1
x

=
1

[ 1
x
] + { 1

x
}
.

* ��¢Í�B�®�j��¢j� �Q���Ü� �Q¡V���i¤æ� �i��¦��^� �Q��� ¡R��¢§�B��¢Í���^£ ©����¡]�B�®��¢ � åÍ�Ú�Ó¢Ú�R����¢ �U©
x,

a(x) := [ 1
x
],

�R�B¡ z�ç �j�0�Q�^�®�^¦���¢��É�Q�B��¢j� ©ª����¤¥��������¢ �U©
X

�L�

Tx = {
1

x
}

��¢����i�B�
x = 0

�J¢ä¯!����¡B� ¡������
Tx = 0.

� �
an(x) = a(T n−1x).ç �j�è¡R���B���^� �Ú��¢j£���¢j� �U���j���7åÍ��¤¥��¢§�B�

pn(x)/qn(x)
�U���è£�� @�¢j�^£h©���ë�U�®�

n
�a©

x
�J���a� �B��� ����¢j��� é �Q���i�h�U���è�i��¦��^¢ � �x�>�^¡i�j� ����¢ä©����¤��j����� z�í ��� �

pn(x)

qn(x)
= 1/(a1(x) + 1/(a2(x) + ... + 1/an(x)))...).

ç ���i���æ�J�ë�è��¢���ì§�j�
T
B��®¢Í¦���� �Ü��¢§������� � � � ������R�ä¤É�i��� ����� � � �����®�����^�®�ß¡���¢§�B��¢Í��B

�U�-�É¯���B�ß�>�^� �G�^¡X�É�Q�°�j� � �^�����-�0¤��5��� ����� é ¢���¤¥�U���

ν(A) =
1

log 2

∫
A

1

1 + x
dx

¡ ���®���^£h�@���,+����j�B�É¤��^��� ��� � z
�b�x�����0�U©t�@���¥�>� � ��£�£�������¦��è� �B���4£��Ü¡0�>�j�i�����i¤ é �1��� � ���®��� �!�����7¦��^���Q�j���

lim
n→∞

1

n
Card{1 ≤ i ≤ n : |xqi(x) − pi(x)| ≤

C

qi(x)
}

�RåÍ�Ü�R�B�0©���¥� z � z
x.

ç �j��©��¢-¡]������¢j�è�U���¨¢����æ�<��¤¥����� � �Q� � ��£j£��®����¦��¨¡R�4¡U�4¡i�®� é
�a�É�L��¢��^¡U�5��� �����ä�>�x£���¦§�Ü£�� �a¢��B�°�Ó£�£ �U¢j£ß��¦��i¢ �a¢�£��iå é £��j�¥�>�°�@���¥©®��¡U�É�@�j���
�]�j�����5å��®¤ ��¢§�V�É�a�®�è�U¢ �]���B�i� ¢j���B��¢j�¨�>�Ü£��5���]©

x.

&7z.-�z �Ú²^´VIU³�S9C JVM�³-D3·
&7z0/4z �)D J�´�³�F1�Ú·

��z32 .������-4
ç �j�/�1��¢j��¡B�ß��¢��®©ª����¤ � ���j¢j£��5£�¢��5����������¢j¡]������� z
�Óz�y�z ��±�´ ²i²¨² S�²iµè²<D J�C�´4� ³<U�K�²i´45�C JVM®³�DQKU·
�K´�³�FG³	K M JVM�³�D76�·�¶�· Å�ÆiÇ

vn
ÏiÆ Ë Ê<×�ÏÍË�Þ�Þ�º®ÇBº®Õ4Æ ÊQÆ98§×�ÆiÈ-Ø Æ ¾UÖè»�ÆBË�ÐëÈ�×��¥Ï�Æi»BÊiÑ

ÇQ½-Ë�Ç�ºJÊ
vn+m ≤ vn + vm. : ½�Æ^È Ç@½�ÆæÖ¾�Ð>Ð�¾<;pº�ÈjÎÌÐaº9�èº®Ç|Æ>=�º�Ê ÇBÊ

lim
n→∞

1

n
vn = inf

m>0

1

m
vm ∈ R ∪ {−∞}.



� �������	��
��������
�
����

� »@¾^¾�Ö�Ò +"��¦��^¢
ε > 0,

����¡��
M

�>�j¡X�0�Q�-���
vM/M ≤ inf vn/n � ε. � �^¡]��¤¥�m���R�

n = knM + rn,
¯����i���

0 ≤ rn < M. � �i¢j¡i�
kn/n → 1/M. � � ��¢�� �Q���

�>� � ��£j£�������¦Í�®���ä�]¢-£ß¡R��¢j�R�Ü£��^���®¢j�
n � ��� � ¢j������� â

n > N(ε))

inf
1

m
vm ≤

1

n
vn ≤

1

n
vknM+rn ≤

1

n
(knvM + vrn)

≤
1

M
vM + ε ≤ inf

1

m
vm + 2ε.

� ��¢j¡]�
ε

�J�É�V���i���É£������m������� é �>�j�è�a�U¤è¤æ�¨�J����� �Ó¦��^£ z
á%���B���Q�j���"�@�����t�������G���R���B�®��¢ �a¤|�-�®���i�"�Q�j���"©�����U¢Í�

L
BÜ��¢Í¦������Ü��¢��p�Q�U�

A
�@�j���

lim
n→∞

1

n

∫
A

a(n, x)dµ(x) = inf
n

1

n

∫
A

a(n, x)dµ(x),

¯����i¢
X = A

£��^¢����B�°�>�j�Ü�æ¦X���®�-� � � γ(a).
� �ä�h¤��®���Í� ¢���� ¢��U�^£ �@�j��� é �_�

¡R��¤è�^�É�i���É�U©t�Q���è�Q���i�����i¤ z !
Y z «!���^���ß�>�^�����	�^�^£ �J¢ y�\ -)/ �>�Ú�7�°�@��� ©�����®�Ó¯p��¢�� �<��¤¥�����ß�J�]¤¥¤¥� ¡ ��¢ � ���� �5£ �Q� �����7¦�� �b�®���Í�����A>J���@�j�i�����i¤ é �@��� �J�U¤è¤æ� �L���Q��¤¥�U����¤è�5�¨¡ �������5£ Y z

«!���^���->J�ë¡���¤ � �®¢-���������������J�U¤è¤æ� z

 ²iµ¥µ/C 6�·��4· �bË�ÐQÐmÇ>½jÆ�Ç@Æi» �

cu
Ë�ÐaÆ�Ë�Þ�Æi»"ºaÈæÇ@½�Æ�UÈ�º®ÇBÆ�Ê>Æ48Í×�Æ^ÈjØ Æ

c0, c1, ..., cn−1ºaÖ�¾]È-Æ ¾]ÖpÇQ½�Æ�ÊQ×��æÊ

cu, cu + cu+1, ..., cu + ... + cn−1ºLÊ¥È�Æ�Î�Ë�ÇBº®Õ4Æ�Ò : ½�ÆiÈ Ç@½�ÆxÊ<×�� ¾UÖ�Ç@½�ÆÌÐaÆ�Ë�Þ�Æ^»BÊæºJÊæÊ>Æ<�èº�ÈjÆ�Î�ËÓÇ�º�Õ§Æ�Ò ¸��pÈ Æ �¥Û�Ç�à
Ê>×�� ºJÊëÏ�à Ø<¾�È�Õ4ÆiÈ�Ç�º�¾�È

0
ÄCÒ

� »@¾^¾�Ö�Ò�� �B�§��© � � �J¢�£j�j¡X�B����¢ z êÜ©
n = 1,

�Q���^¢ �R���B���U�
c0 ≥ 0

é �a¢ ¯!����¡X�
¡ ��� �|�@���¥�>��¤
�L�	� ¤è����� é �]�

c0 < 0,
�a¢ä¯��j��¡X� ¡������|�@���æ�<��¤ �Bì§�-�����

c0 < 0.í �B� ��¤è�	�@�j�����Q�j���<�B�����^¤¥�U¢Í���L�%�>���j�	©�����J¢��B�i���U�B���>¤æ�������i�"�>�-��¢
n.
* ��¢-� �Ü£��U�

�Q�j���ª¯%�|¡ ��� �5� é
c0

�J�¬�]�t�L�!¢����"���a�i��£��i� z êÜ©
c0

�J�¬¢����"���J�U��£��i�%�@���^¢��]���Ú�J�i��£��U�V�
�]���æ�U¤¥��¢j�

c1, ..., cn−1
�J¢ä¯����Ü¡B� ¡ ��� �0�@���æ�a¢�£��-¡]�B�®��¢ß�7�4�m�Ó�B�j�^� �Ü�É�U���j��� z êÜ©

c0
�L���æ�a�i��£��i� é �>�j�i¢ ����¡L�

k
�Q¤æ���®���i� ���J¢����^���^�|�<�j¡X� �Q�j���

c0 + ... + ck < 0,�Q�j�i¢ ����¡V�
ci, i ≤ k

�J� �Ì�J�i��£j�U� z êÜ©É¢������@���U¢
ci + .. + ck ≥ 0, � ��� � �¤É�®¢j��¤¥�����®�R�

c0 + ... + ci−1 ≥ 0
é ¯!����¡B� �L���0¡���¢Í�B����£���¡U� ����¢ z � �i¢j¡U�

c0, ..., ck�]���æ�U���!�J�U��£��^�B���U¢j£
c0 + ... + ck < 0,

�Q���æ�Q�^¤¥����¢���¢-�¨�J�i��£��U�B� â �®©p�U¢4� ã �X�B�
�J�U��£��i�B�É�]©

ck, ...cn,
©���É¯����Ü¡B� �@���è�J¢�£��-¡]������¢ß�7�§�G���B���^�����ë�]���-�®���i� z

�K´�³�FG³	K M JVM�³�D76�·06�· : ½�ÆæÖ×�È-Ø]ÇBº®¾�ÈjÊ

f(x) = lim sup
1

n
a(n, x)

Ë]È-Þ

g(x) = lim inf
1

n
a(n, x)

Ë]»@Æ�Ë7ÒJÆ
L Ô º®ÈjÕ4Ë�»�º�Ë�È�Ç^Ò




���� �Q�Q�������
	Q� �Q���?������������+������� �

� »@¾^¾�Ö�Ò á!���B�æ�Q�-���
f(Lx) ≥ f(x)

�U¢j£
g(Lx) ≥ g(x) � �^¡^���j� � �U©��>�-�æ�Q� � B�U£j£�������¦Í�®���

a(n, Lx) ≥ a(n + 1, x) − a(1, x)
�]¢-£ �a¢h�Q���æ¡ ���R�¥�U©"�a�¤æ����� â ����¤¥�0©���É�a��¤è��¢�© ã

lim sup(
1

n
a(n + 1, x) −

1

n
a(1, x)) = f(x).

á¬�7¯ �J¢��B�i���B�����
∫
X

f(Lx) − f(x)dµ(x) = 0

� �ä�>�-�
L
B���¢Í¦���� ����¢j¡i� é � �����Q���æ�J¢��B�i������¢j£ �J�É�>�i¤¥���m������B��¦�� é ���i¢-¡U�

f(Lx) −
f(x) = 0

� z � z
�Óz�&4z ��±�² µ C�� M�µ C-Sæ²R´�T�³ E M;I M D�²��	HQC S;M�J �m· ç �-�ä©�����®�Ó¯p��¢��Z�U�i� �a�U¤¥¤¥�
¯������ � �x�����7¦��^£ � � �R¢ �RåÍ�B�U¢Ú�R����¢ �U©É�Q���h�U������¤¥�^¢����U© Y z «!���^��� z êÜ���Q�Í�j�
�B¦����Ü£ �����è�U©%�@���¥�����j���!¤É��åÍ��¤æ�����R������£���¡è�J¢4�^ì§�-���®�����h�U¢j£ �_�É�J���Q��¤è�j��� z

 ²iµ¥µ/C 6�·�� â � �i� �����i¢�¢j��¡ yV\)% /�ã ·Å�ÆUÇ

B = {x : lim
n→∞

inf
1

n
a(n, x) < 0}

ÇQ½jÆiÈ

lim
n→∞

1

n

∫
B

a(n, x)dµ ≤ 0.

� »@¾^¾�Ö�Ò Y����É����¡V�
n,

�a�]�

Ψn = {x : inf
1≤k≤n

a(n, x) − a(n − k, Lkx) < 0}.

á¬���B�0�Q�-���

An := {x : inf
1≤k≤n

a(k, x) < 0} ⊂ Ψn

� � �>� � ��£�£��®����¦§����� z á¬���B���]�Ü� �Ì�@�j���
An ⊂ An+1

�U¢j£
B ⊂

⋃
An.

Y���������¡V�
n
é �a�]�

bn(x) = a(n, x) − a(n − 1, Lx).
�+�^¡^���j� �è�U©t�>�^���5� ¡U������¢��°¯(�¥���5¦��è�Q�j���

a(n, x) − a(n − k, Lkx) = bn(x) + bn−1(Lx) + ... + bn−k+1(L
k−1x)

�]¢-£ �a¢ä�����R�B�Ü¡U�������

a(n, x) =
∑

0≤k≤n−1

bn−k(L
kx).



� �������	��
��������
�
����

�+�ä�Q����£��3@�¢j��B����¢ é
Lkx ∈ Ψn−k

¤��^��¢-�É�@�j�����Q���i�B�æ�J�ë�
j, k ≤ j ≤ n − 1�>�j¡V� �>�Ú���

bn−k(L
kx) + ... + bn−j(L

jx) < 0.

� �^¢j¡U� � �Ì�>�j�¥�J�]¤¥¤¥�¨� � �����ë�a�i��£��^�B�
∑

0≤k≤n−1,Lkx∈Ψn−k

bn−k(L
kx) ≤ 0.

� �^¢j¡U� é ���R��¢��¨�>�j�
L
BÜ�®¢Í¦���������¢j¡i�è�U©

µ
�]¢j£

B,

0 ≥

∫
B

∑
0≤k≤n−1,Lkx∈Ψn−k

bn−k(L
kx)dµ(x) =

=
∑

0≤k≤n−1

∫
B∩L−kΨn−k

bn−k(L
kx)dµ(x) =

=
∑

0≤k≤n−1

∫
LkB∩Ψn−k

bn−k(x)dµ(x) =

=
n∑
i=1

∫
B∩Ψi

bi(x)dµ(x).

_ ¢ �@���è�U���j�i�É����¢j£ é �X������¢ � �Ì�@���
L
BÜ�®¢4¦��Ó���Ü��¢j¡U�

1

n

∫
B

a(n, x)dµ(x) =
1

n

n∑
i=1

∫
B

bi(x)dµ(x) =

=
1

n

n∑
i=1

∫
B∩Ψi

bi(x)dµ(x) +
1

n

n∑
i=1

∫
B−(B∩ψi)

bi(x)dµ(x) ≤

≤ 0 +
1

n

n∑
i=1

∫
B−(B∩Ai)

a+(1, x)dµ(x)

�>��¢j¡U�
bj(x) ≤ a(1, x) ≤ a+(1, x),

¯��j��¡X� �J�0�§��� �®����¦��¨�U¢j£
Ai ⊂ Ψi.

á%�7¯
�>��¢j¡U�

a+ ∈ L1 é Ai ⊂ Ai+1
�U¢j£

B ⊂
⋃
i≥1 Ai

�a��©���®���7¯�� ¯!���U¢ �C�-�§��¢��
lim sup,

�Q�j���

lim sup
1

n

∫
B

a(n, x)dµ ≤ 0.

� ��¢j¡]�
B

�L�0�J¢�¦��Ó���Ü��¢�� é �>�-�
lim sup

�i¡X�B�j������� �J�0�@���Ì�a�¤¥��� é � � �������Ú��� �®������¢
â ��z�y7ãXz
�+³�´�³�S;S;C�´4�76�·��4· Å�ÆiÇ

B = {x : lim inf
1

n
an(x) < λ}




���� �Q�Q�������
	Q� �Q���?������������+������� �

ÇQ½jÆiÈ

lim
n→∞

1

n

∫
B

andµ ≤ λµ(B).

� »@¾^¾�Ö�Ò í �-�����æ�Q�j���J�]¤¥¤¥�0�>�
an−nλ,

¯!����¡B�¨�L�"���Q� � ��£�£���B��¦���¡ �Í¡U�4¡U��� z
�Óz���z ��±�²RF�´�³4³ �|³��%C�·a²�· IR³�D)5�²^´�T�²3D�IU²�· Ym���B�R�è¯b� ���R�V� � ����� � �Q���¨�>�^�������
©���x�U¢ �i£�£��®����¦�� ¡ �Í¡U��¡]���

cn.
ç �j� �Í����¢§�x�L� �Q�j���

−cn
�J�Ì�U������¢ �i£�£��®�B��¦�� é

���i¢-¡U�è�J¢h����� �B��¡U���Ü�����@�j�è¡ ���������Ü�����h�U�j�������5�	�@�
−cn

�i�É¯(�^��� z
���i�

Eα,β = {x : lim inf
1

n
cn < α < β < lim sup

1

n
cn}

�]¢-£ � �è�Q�j�	�������m��� ��������¢ â ��z���ã �Q�j�����>�U���J�
L
BÜ�®¢4¦��Ó���Ü��¢�� z � �U¢Ú¡]�	¯b��¡ ��¢ �]�j�����

�Q�j� ¡R������������� � â �4z /�ã ©���
X = Eα,β.

� ��¢j¡i� �_©
E := {x : lim inf 1

n
cn < α},�Q�j�i¢

E ∩ Eα,β = Eα,β,
�@�����É�]��¦��^�

lim
n→∞

1

n

∫
Eα,β

cndµ =

∫
Eα,β

c1dµ ≤ αµ(Eα,β).

í ¢-£ß�<��¤¥�®�Ü��� �����x©���
−cn,

lim
n→∞

1

n

∫
Eα,β

−cndµ = −

∫
Eα,β

c1dµ ≤ −βµ(Eα,β).

ç ���Ü���Ó���i�Ü£��É�è¡���¢Í�B�B��£j��¡U������¢ß��¢����^�B�
µ(Eα,β) = 0, � �i¡^���-� �

βµ(Eα,β) ≤

∫
Eα,β

c1dµ ≤ αµ(Eα,β)

� ��� β > α.á%�7¯ ©���ë�]¢4�h�>� � ��£�£�������¦��¥¡R��¡]��¡U���
an,

�J�]�

vn(x) = an(x) −
n−1∑
i=0

a1(L
ix)

�]¢-£ ¢������0�Q�j���
vn

�L���è�<� � ��£�£����B��¦��æ¡���¡U�4¡U���¥�]¢-£
vn ≤ 0.

Ym�®å
ε > 0.

� ��¡L�
M � ��� � ¢j���j��� �<� �@�j���

1

m

∫
X

vm ≤ γ(v) + ε

©���æ�]���
m ≥ M.

�j�]�
g(x) = lim inf 1

n
vn(x)

�U¢j£
f(x) = lim sup 1

n
vn(x)

z
á¬���B�0�Q�-��� � � �<� � ��£-£��®����¦4��R�

vnM(x) ≤ vn(x) + vn(L
nx) + ... + vn(L

nMx)
�]¢-£ � � L

BÜ��¢§¦��Ó���Ü��¢j¡U�è�U©
g

�Q�-���

gM(x) := lim
n→∞

inf
1

nM
vnM(x) = g(x)



� �������	��
��������
�
����

� z � z �b�Ì�Q���æ�>�^¤è��¢j�i���7�B��¦§�����x�U©
vn

é

vnM+k(x) ≤ vnM(x) + vk(L
nMx) ≤ vnM(x),

�a�É�]��� �°������£ä�Q�j���

fM(x) := lim
n→∞

sup
1

nM
vnM(x) = f(x).

ç ���Ü���������Q���è©�������7¯#��¢��°¡ ��¢-� �iìÍ���i¢-¡U� é

f − g = fM − gM ≤ − lim
n→∞

inf
1

nM
vMn ,

� �i¡i���j��� vn ≤ 0
�X¢Ú£ �Q�j�¨� �R�V� � ���Ü� ���^£ ¡ ��¢Í¦��U�����i¢-¡U� ©���æ�i£�£��®�B��¦��¨¡ �Í¡U��¡U���^�

�]¢-£ ¯����i���

vMn (x) := vnM(x) −

n−1∑
i=0

vM(LiMx)

¯����Ü¡B� �U������¢ß�L���Q� � ��£j£��®����¦��¥�U¢j£ß�<�i¤¥��¢��^�����B��¦�� z á%�Ó�B�è�Q�j���

0 ≥ γ(vM) = Mγ(v) −

∫
X

vM ≥ −Mε.

ç �j����¤É�^��¢j���@�j���

B := {x : f − g > α} ⊂ {x : lim inf
1

n
vMn < −Mα} =: E

�]¢-£ß�X�-�����Í��¢��¨�>�-�¥¡R�������®�Ü��� �h�]©t�Q�j�0�J�]¤¥¤æ� ¯+�¥���7¦��

−Mαµ(E) ≥ lim
1

n

∫
E

vMn ≥ lim
1

n

∫
X

vMn ≥ −Mε.

� �^¢j¡U�

µ(E) ≤
ε

α
�]¢-£��J�V���B��¢��

ε → 0
¯(��¡R��¢j¡i�®�Ú£��	�>�-���

µ(B) = 0
©�����U¢4�

α > 0
�i�t�>�5ì§�j�®���5£ z

ç �j�è�a��¤è�®�ë�L�	�U©�¡������B���¥� z � z
L
BÜ�®¢4¦��Ó���Ü��¢�� é � �Ì�Q���¥�������Ú��� ��������¢ â �4z0��ãXz

ç �j�è�a��¤è�®�ë�L�	�J¢��B�i����� � ��� � � Y��Ó�B���?>L���J�]¤¥¤æ�
∫

lim inf −
1

n
vn ≤ lim inf

∫
−

1

n
vn < ∞.

ê~¢ �i�^¢��U�B��� é ∫
|a(n, x)| ≤ n

∫
|a(1, x)|.
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ç �j�����L�	¢����ë�����^£ß� � �Ó¦�� z

 ²iµ¥µ/C ��·�¶�· Å�ÆUÇ

En = {x : sup
1≤k≤n

a(k, x) ≥ 0}

ÇQ½jÆiÈ ∫
En

a(1, x)dµ ≥ 0
Ë]È-Þ ∫

E∞

a(1, x)dµ ≥ 0.

� »@¾^¾�Ö�Ò ���U�

hn(x) = sup
1≤k≤n

a(k, x),

�>�

h+
n (x) − a(k, x) ≥ 0

©���
k ≤ n.

�b�x�Í��� �®����¦4��R�h�U¢-£h�J�®¢��^���������x�U©
T

Th+
n ≥ Tak©���

k ≤ n.
â
ak (x) = a(k, x)).

� �i¢-¡U�

a1 + Th+
n ≥ a1 + Tak ≥ ak+1

� �ä�>� � ��£�£j�®����¦4��R� z � �

a1 ≥ ak+1 − Th+
n©���É�U���

k, 1 ≤ k ≤ n
�U¢j£h�@����¦Í���������x©���

k = 0.
ç �j�i� �U©<�����

a1 ≥ sup
0≤k≤n−1

ak+1 − Th+
n = hn − Th+

n .

á%�7¯ �J¢��B�i���B�7�B�
∫
En

a1 ≥

∫
En

hn −

∫
En

Th+
n =

∫
X

h+
n −

∫
En

Th+
n

≥

∫
X

h+
n −

∫
X

Th+
n ≥ 0,

� �i¡i���j��� T
�L��¡R��¢§�B�B��¡U�B�®¦��æ�]¢j£

h+
n ≥ 0.ç �j�¥�>�����B�i¤è�i¢Í�ë� � �����

E∞ =
⋃

En
©�������7¯���©� ��¤ ������� ��¢��¨�Q� �Q�j�0�J�®¤¥��� z

� ç �j�i���¥�J�	¢����B�j��¢j�¨�>�G�^¡]�����!� � �����
a1?,

�J�§�-�h�]� â 1
k
akn(x))n.]


