Propriété de Liouville et vitesse de fuite du mouvement brownien.
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Résumé

Soit M une variété riemannienne complete connexe de courbure sectionnelle bornée. Si M est le revétement
régulier d’une variété de volume fini, alors il n’y a pas de fonctions harmoniques bornées non constantes si, et
seulement si, la vitesse de fuite du mouvement brownien est nulle.

Abstract

Liouville property and the linear drift of the Brownian motion. Let M be a complete connected Rieman-
nian manifold with bounded sectional curvature. Under the assumption that M is a regular covering of a manifold
with finite volume, we establish that M is Liouville if, and only if, the linear rate of escape of Brownian motion
on M vanishes.

Abridged English version

Let (M, g) be a complete connected Riemannian manifold. Associated to the metric is the Laplace-
Beltrami operator A. A function f is harmonic if Af = 0. We say that M is Liouwille if all bounded and
harmonic functions are constant.

Associated to A is a diffusion process B; called Brownian motion. Here we establish a characterization,
under some assumptions on M, of the nonexistence of nonconstant bounded harmonic functions:
Théoréme 0.1 Assume that (M,g) is a regular covering of a Riemannian manifold which has finite
Riemannian volume and bounded sectional curvatures. Then M is Liouville if, and only if,

1
lim —d(zo, Bt) =0 a.s..
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The 7if” part was proved by Kaimanovich, see [K1], and below section 4. The proof of the new impli-
cation in Theorem 0.1 also uses the Furstenberg-Lyons-Sullivan discretization procedure. Let I be the
covering group of isometries of M. In section 2, we recall the construction of a probability measure v on
T", with the following properties:

— There is a one-to-one correspondence between bounded harmonic functions on M and bounded func-
tions on I' which satisfy f(v) = > cr f(97)v(9)-
— If 41,...,7, are chosen independent and with distribution v, then lim,,_, %d(xo,'yn . .71xo) exists.

It vanishes a.e. if, and only if, lim;_ o %d(mo, B;) =0 as..

— One can choose v symmetric, i.e. such that for all v in T', v(y~1) = v(y).

The first property goes back to Furstenberg ([F]) and has been systematically developed by Lyons and
Sullivan ([LS]) and Kaimanovich ([K3]). The second one was observed in certain situations by Guivarc’h
([Gu]) and Ballmann ([B]). Babillot observed that the modified construction of [BL] has the symmetry
property. Given the above, proving Theorem 0.1 mostly reduces to proving the analogous result for
symmetric random walks. It is a result of Varopoulos ([V]) that if  is symmetric and has finite support,
then the Liouville property of the random walk implies that lim,,_ %d(xo, Y - - v1Z0) = 0. The measure
v given by the above construction never has finite support. We are able to use our recent extension of
Varopoulos’s theorem to measures with infinite support and first moment ([KL]). Details are to be found
in the following sections.

1. Résultat principal.

Soit (M, g) une variété riemannienne complete connexe. On suppose que les courbures sectionnelles
sont bornées. Soit A le laplacien sur M. Une fonction est dite harmonique si elle vérifie Af = 0. La
variété est dite Liouwille si les seules fonctions harmoniques bornées sont les constantes. Le laplacien
A définit une diffusion Yi(z,w),t € Ry, z € M,w € Q, le mouvement brownien : € est un espace de
probabilité et pour chaque # € M, presque tout w, t — Y;(x,w) est une fonction continue de R™ dans M
avec Yp(z,w) = z de telle sorte que le processus Y;(x,w) est un processus markovien de générateur A.
Les liens entre mouvement brownien et théorie du potentiel sur M sont classiques, voir [Gr], [L] pour des
présentations récentes. Dans cette note, nous voulons montrer :

Théoréme 1.1 Supposons que (M,g) est le revétement régulier d’une variété de volume fini. Alors
(M, g) est Liouville si, et seulement si, pour presque tout w,

lim lal(:vo,Y,}) =0,
t—oo t
ot d est la distance riemannienne sur M.

Pour avoir une telle équivalence, des conditions de symétries sont indispensables : par exemple, on
obtient une variété complete non Liouville en reliant deux copies de R?, d > 3 par un tube compact (voir
[KM]). La vitesse de fuite du mouvement brownien est bien sir encore sous-linéaire. Inversement, on peut
relier dans R? euclidien les points de Z? par des tubes (pour obtenir la surface d'un ‘jungle gym’ infini,
qui est Liouville) et changer conformément la métrique pour obtenir une vitesse de fuite positive ([P]).
Pour une surface, la propriété de Liouville est préservée par modification conforme de la métrique.

La propriété de Liouville pour les revétements réguliers est déja bien étudiée, en particulier dans le cas
cocompact : si le groupe de revétement I' est nonmoyennable, alors la variété M n’est pas Liouville ([Gu]) ;
si I est un groupe polycyclique, alors M est Liouville ([K2]). Mais il existe des exemples de revétements
moyennables de variétés compactes qui sont non-Liouville ([E]). Il suit de [K1] que (M, g) est Liouville si la
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vitesse de fuite est nulle (voir section 4). La preuve de la réciproque, et donc du théoréme 1.1, repose sur le
procédé de discrétisation de Furstenberg-Lyons-Sullivan qui associe au mouvement Brownien une marche
aléatoire sur le groupe de revétement I' ([F], [LS]), la traduction des propriétés étudiées en propriétés
analogues pour les marches aléatoires (en suivant [BL], [K1] et [K3]) et un résultat similaire au Théoreme
1.1 pour les marches aléatoires ([KL]).

2. Discrétisation de Furstenberg-Lyons-Sullivan.

Nous suivons la présentation de [BL]. Soit 2 un point de M et § > 0 tel que les images yB(zg, ),y € T,
sont disjointes. Comme M/T" est de volume fini et que la courbure de Ricci est bornée, la réunion des
vB(x9,0),7 € T, est un ensemble récurrent : presque toute trajectoire y revient infiniment souvent,
puisque cela revient & vérifier cette propriété sur M/T". Notons G(z, z) la fonction de Green de B(xzq,0),
et posons, pour un D > 0, F := {2z € B(zo,d) : G(xg, z) > D}. Alors, il existe un nombre ¢’ > 0 tel que :

Zo GB(I'(),(SI) CcCF CB((E(),(S).

Le systeme (Fy,V,), ou F, = vF,V, = vB(x, 0), est un systeme de données de LS équilibrées (balanced
LS-data in [BL]) qui permettent de définir une mesure v sur I' par le procédé suivant : Soit W = {w(¢)}
'espace des chemins continus de RT dans M. Si w(0) est inclus dans F,, on définit S(w) par :

S(w) = inf{t > 0;w(t) ¢ V,}.

Pour x € UrF,, la distribution de la variable Yg(y (z,.))(z,w) est une mesure de probabilité e(x) portée

par la frontiere de I’ensemble V, contenant x. Soit C' tel que, pour tout z appartenant a F, la densité

% vérifie, pour tout y de la frontiere de V :

1 de(z, Vy)
_ < —_—— < .
G < vy = ¢

On définit alors successivement, pour un chemin w partant de xg les temps d’arrét R,,,n > 1 et S,,n >0
par

So(w) = S(w) et Ry(w)=inf{t > Sp_1(w);w(t) € UpF,}
Sn(w) = inf{t > R, (w);w(t) ¢ UrV4},
puis, sur W x [0,1], les temps d’arrét Ny, k > 0 par :
No(w, ) = 0 et Ni(w,a) = inf{n > Ny_1(w,a) : ap, < kp(w)},
ol

i de(yn(w)xo, an(w))
C de(w(Rn(w)), Vs, (w))

fin(w) = w(Sn(w))

et v (w) € I est tel que w(R,(w)) appartienne a F, (..

Notons P, laloi de Y (z,w) et soit A le produit des mesures de Lebesgue sur [0, 1]V. Les deux propositions
suivantes ont été montrées dans [LS] et [K3] :
Proposition 2.1 Avec les notations ci-dessus, pour la mesure Py, X X, le processus Yy, (w,a)(w) décrit
une marche aléatoire gauche sur T'.



Autrement dit, les variables (yn,,, (w)(yn, (w))™!, k > 1, sont indépendantes et de loi v, ot v est la
distribution de yn, (w). Une fonction f sur I' est dite v-harmonique si elle satisfait f(v) = >_ cr f(97)v(9)-
La marche (T, v) est dite Liouville si les seules fonctions harmoniques bornées sont les constantes.
Proposition 2.2 Avec les notations ci-dessus, (I',v) est Liouville si, et seulement si, (M, g) est Liouville.
En fait, I’énoncé montré dans [LS] et [K3] est que la restriction f — (v — f(yx0)) établit un isomorphisme
entre l'espace des fonctions harmoniques bornées sur M et I'espace des fonctions v-harmoniques bornées
sur I'. De plus, le fait d’avoir des données de LS équilibrées assure que la fonction de Green de la marche
aléatoire est proportionnelle & la restriction a I'zg de la fonction de Green du mouvement brownien. En
particulier, la fonction de Green de la marche aléatoire est symétrique. D’ou :

Proposition 2.3 ([BL], Theorem 2.7) Si le mouvement brownien est transient sur M, la mesure v est
symétrique : pour tout v de T', v(y~1) = v(y).

3. Vitesse de fuite.

Rappelons que P, est la loi de Y (z,w). Nous avons d’abord :

Proposition 3.1 (/Gu/) La variable supg<,;<q d(xo,w(t)) est intégrable pour la mesure Py.

Soient Y et Z deux variables aléatoires. Y est dite stochastiquement plus petite que Z si il existe un
couplage P de Y et Z tel que P(Z < Y) = 0. Soit alors x un minorant des courbures sectionnelles de
M. On sait ([IW], Theorem 5.1) que supy<;<; d(xo,w(t)) est stochastiquement plus petite que la méme
variable sur Pespace simplement connexe de méme dimension et de courbure . La propriété est classique
pour les espaces de courbure constante.

Corollaire 3.2 (/Guj) Pour tout x € M, Py-presque tout w € Q, la limite { = lim .o 1d(z,Y;) eziste.
On lappelle la vitesse de fuite du mouvement brownien.

Notons 7 la projection de M sur M/T et aussi de C(RT, M) sur C(R*, M/T). Le volume riemannien
définit sur M /T une mesure m qui est finie, invariante et ergodique par le mouvement brownien sur M/T.
La mesure P,, = [ P, o mdm(z) sur C(R*, M/T") est donc finie, invariante et ergodique par le décalage
osm(w)(t) = m(w)(t + s). La famille de fonctions d(w(0),w(t)) est sous-additive et, grace a la proposition
3.1, on peut lui appliquer le théoréme ergodique sous-additif de Kingman. Cela montre le corollaire pour
Lebesgue presque tout x de M/T', et donc de M. En utilisant la propriété de Markov, le corollaire suit
pour tout z € M.

Pour étudier la quantité analogue associée a la marche aléatoire (I, ), on montre d’abord :
Proposition 3.3 I existe M tel que, pour tout z € UrdV,, [ Sn,(w,a)P, x A < M.

Observons que, pour tout n tout w, k,(w) > 1/C?. La variable aléatoire N7 (w, «) est donc plus petite
que la variable N{(w,a) = inf{n > 0 : a,, < 1/C?}. Comme cette variable est indépendante de w et
intégrable, il suffit de majorer les intégrales de S, (w) — S,—1(w) uniformément en n. Par récurrence du
mouvement brownien sur M/I', S,,_1(w) est P, presque stirement fini. En utilisant la propriété de Markov
forte, on voit qu’il suffit de majorer, indépendamment de z € dB(x¢,d), l'intégrale [ S;(w)dP,(w). La
variable Si(w) est donnée par Si(w) = Ri(w) + S1(w) — Ri(w). La fonction T'(z) := [ Ry(w)dP,(w)
est la moyenne du temps d’entrée dans F' de la courbe w projetée sur M/T. Si elle n’est pas infinie, elle
satisfait AT = —1 et est donc continue et bornée sur dB(xg,d). La fonction T est finie car, d’apres la
formule de Kag,

m(M/T)

[ ] meprea)ine < [vedine U

F  (M/T)\F F



ou U(z) est la moyenne du premier temps entier ol la trajectoire du mouvement brownien partant de x
appartient a F. Enfin, comme la courbure est bornée supérieurement, on voit, par comparaison avec un
espace simplement connexe de courbure constante que [(S; — Ry1)(w)dP.(w) est bornée pout tout z. La
proposition est ainsi démontrée.

Soit z un point de UrdV,. Sous la probabilité P, x A, le processus {m(w(Sn,))}r>1 est un processus
de Markov stationnaire sur le compact w(0V'), dont la loi a une densité continue positive. La mesure
invariante p a une densité continue et positive sur w(9V).

Corollaire 3.4 I existe un nombre S, 0 < S < oo tel que pour P, X A-presque tout (w, @), Slkv"" converge
vers S. Le nombre S est donné par S = fw(av) ([ SN dP. x dX)dp(z).

La convergence [(P, x \)du(z)-presque stre suit du théoréme ergodique, et la limite est donnée par
S = fw(av) (f Sn,dP, X d)\) dp(z). T est clair que S est strictement positif.. La proposition 3.3 montre

que S est fini. Par la propriété de Markov forte, la limite a lieu P, X A-presque partout pout tout .
d(xo,w(SNy (w,a)))
k

Corollaire 3.5 Pour P,, X A-presque tout (w, ),
11 suffit en effet d’écrire

converge vers SE.

d(anw(SNk(w,a))) _ md(%,w(sm))
k k SNy,
et d’appliquer les corollaires 3.2 et 3.4.

Si on munit le groupe I' de la distance invariante & droite D(vy1,7v2) = d(’yflxo, 75 '20), on obtient :

D (YN, (w, o) (w),€)
k

Corollaire 3.6 Pour P, X A-presque tout (w, ), converge vers S¥.

4. Démonstration du Théoréme 1.1.

Supposons que £ = 0. Puisque les courbures sectionnelles sont bornées inférieurement sur M, la crois-
sance du volume des boules de M est au plus exponentielle. Il s’ensuit que ’entropie du mouvement Brow-
nien est nulle, et donc que (M, g) est Liouville (voir [K1]). D’autre part, si la variété M est récurrente,
alors elle est Liouville. De plus, par récurrence, pour presque tout w, liminf;_, .. %d(x,Y}(w)) =0, et
d’apres le Corollaire 3.2, ¢ = 0. Il suffit donc de considérer le cas ou la variété M est transiente et de
montrer qu’alors, si £ > 0, (M, g) n’est pas Liouville.

Supposons que M est transiente et que ¢ > 0. La démonstration du Théoreme 1.1 repose sur son
analogue discret. Soit I' un groupe dénombrable, muni d’une distance D invariante a droite telle que
les ensembles bornés sont finis. Soit v une mesure de probabilité telle que le support de v engendre I'
et satisfaisant la condition de moment > . D(v,e)v(y) < co. On peut alors former la marche aléatoire
gauche Z, = gngn_1---91, ou les g; sont indépendants et de loi v. La wvitesse de fuite de la marche
aléatoire est la limite presque stre suivante :

{(v) = lim lD(Zn,e).

n—oo n
Théoréme 4.1 ([KL], Corollary 2) Soit I un groupe dénombrable, muni d’une distance D invariante
a droite telle que les ensembles bornés sont finis. Soit v une mesure de probabilité telle que le groupe
engendré par le support de v est ' et satisfaisant la condition de moment Y . D(v,e)v(y) < co. Siv est
symétrique et L(v) > 0, alors (T',v) n’est pas Liouwville.
Le Théoréme 4.1 est énoncé dans [KL] pour une mesure centrée, la marche droite, une métrique invariante
a gauche et des fonctions harmoniques & droite, et donc s’appliquerait ici & v/(7y) := v(y~!) au lieu de v.
Comme v est symétrique, il s’applique également a v.
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D’apres la Proposition 2.1 et le Corollaire 3.6, si v est la distribution de vy, (w,q)(w), alors £(v) = SC >
0. Vérifions que les hypotheses du Théoreme 4.1 sont satisfaites. Les boules de M sont de volume fini.
Comme les éléments de I sont associés a des boules disjointes de méme volume, il n’y en a qu’un nombre
fini dans un ensemble borné. Comme M est connexe, v(g) > 0 pour tout g de I', et donc la condition de
support est satisfaite. D’apres la Proposition 2.3, la mesure v est symétrique. Reste a vérifier la condition
de moment. La preuve est parallele & la preuve de la Proposition 3.3. Le temps N7 (w, «) est plus petit que
la variable Nj(w,a) = inf{n > 0: a,, < 1/C?}, qui est indépendante de w et intégrable. Compte tenu de
la proposition 3.1, on conclut que d(zo, w(Sy, (w,a))) est P. X A intégrable, ce qui entraine la condition de
moment. Le Théoréme 4.1 nous dit alors que (I', ) n’est pas Liouville. D’apres la Proposition 2.2, (M, g)
n’est pas Liouville non plus et ceci acheve la démonstration du Théoreme 1.1.
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