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(Y, d) Ô <½C
Õ[<�ÓA>FÖG×�@FØ;CD×,<DÙ©8ÛÚ©ÜrÚ©ÝAÞ�ßàrÚ©áVâ�ÚOã�ä[à)ßæåçHD>gC¼è,Ý�äÀâçé)ÜVÚ;ê�ëFàJé�ê�âçÜVÚOì6ÖG@
C½Õ
CDØ

φ : Y → Y
@Ií¬×)î�ÓAî;CVÓ

d(φ(x), φ(y)) ≤ d(x, y)
ï HD>�Cr9Oð

x, y ∈ Y. ñ 9�Ø;Cr>FÓFÖG×�íEGCr>jò=Cr9Oð±ÖG@IHJÕ[<�ÓF>Að
ÖG@�CÀ9HD9<,ó=Ø;Cr9;:Öô9õ[Õ
CrØ�Ùö óCrÕ[ØE¾<?@%H ï 9HJ9<�ó=Ø;CD9;:=Ö¾9õºÕ
CrØ¬@�Ö¾9;×�E¾í;:=<�îHJEôHJÕÀHJ>FØ;îÖ¾×sÕ[CDØ;@%H ï BgH Ô Cmð]CD@FîÖw÷î]ðOØ©<,> Ô HJEôÖG×[×�HJÕÀØ;Eô<,óø@IØ¬CD×�<j@[å|<DÙFõ;Ù²ù%<,ÖG×)îÕ�ú;EôE¾<,>�@FØ;CD×,<?@)ì+ò�CVû
9<[Õ
CrØ¬@¡H ï ×,HD9OüD<,ó:=HDÕ
CrÖ¾9;@�ý6ÖwÓAîþÓFî;<�ÿ�Ö¾E Ô <?>IÓÀÕÀ<,ÓF>AÖ¾×Dò*CD9;: Ö¾9OüD<,>FÓFÖ Ô E¾<±E¾Öô9<jCr>½HDØ©<,>)CVÓFHJ>A@�CD×+ÓAÖô9;õ¼HD9ÓFî<�×,HD>A>F<j@IØ©HD9¬:=Öô9;õ[@FðOÕ[ÕÀ<,ÓF>AÖ¾×�@FØ;CJ×�<DÙ � HrÓA<�ÓFî¬CVÓgCDEôE�ÓFî<j@I<�<,ó=CDÕ[ØEô<j@�Cr>A<�õD<?9<,>F÷
CrE¾Ö��jCVÓFÖ¾HD9¬@&H ï ÓAî<�îOðOØ¬<?> Ô HDE¾Ö¾×¡:=ÖG@��±Öô9�ÓAî<�×�HJÕÀØ;Eô<,ó·ØEGCr9<JÙÿ�<,>A<�ý�<�ý6Ö¾EôE©õJCDÖô9
@FHDÕ[<�í9;:<,>)@TÓ)Cr9;:=Ö¾9õ�H ï 9HD9;<�ó=Ø;Cr9¬:=Öô9;õ�Õ[CDØ;@

φ
ÓAî;CVÓ�î;CmüD<

í9 Ô HJí9;:=<j:½HJ> Ô ÖwÓ)@ Ô ðÀ@TÓAí;:=ðOÖ¾9õ¨ÓFî<6ÖôÓF<?>ACrÓF<?@ φn(y)
ÙDù¢î<���í;@F<,Õ
Cr9;9 ï í9¬×+ÓFÖ¾HD9¬@XH ï

ÓFî<�@FØ;CD×,<¢ý6ÖôE¾E Ô <�C¡×,<,9]ÓF>)CrE=9HDÓFÖ¾HD9²òVõJ<,9<?>ACDEôÖ��,Ö¾9õºÓFî<6ØÖG×+ÓAí>A<6õDÖ¾üD<,9½Öô9ÀÓAî<
	øHJE���� <?9��THVð�ÓFî<?HD>A<,Õ Ö¾9ø×�HJÕ[ØEô<,ó¼:=ðO9;CrÕ[ÖG×,@?Ù�ù¢î;<½9HVüJ<,EôÓTð�î;<,>A<�ÖG@ºÓAî<[@IÖ¾Õ[ØEôÖG×�ÖôÓTð'H ï
ÓFî<
Cr>AõDí;ÕÀ<?9]ÓA@¨Cr9;:�ÓFî<[õJ<,9<?>ACDEôÖôÓTð�H ï ÓAî<
@TÓ)CVÓF<?Õ[<,9]ÓA@���HD9E¾ð'Ø>AHDØ©<,>A9<?@A@gH ï ÓAî<
ÕÀ<,ÓF>AÖ¾×g@IØ¬CD×�<ºÖ¾@�CD@A@Ií;ÕÀ<j:�òDý6î;Ö¾×)î±ÖG@$C½×�HJ9;@IÖG:=<?>AC Ô Eôð½Õ[HD>A<�õD<?9<,>)CrE;@FÖôÓFí;CrÓFÖ¾HD9
ÓAî;Cr9ý6î;CVÓ�ý¢CD@�Ø>A<,üOÖ¾HDí;@FEôð[ÓA>F<jCVÓA<?:�Ù
? Æ�N,PRQT^wN,vwvt ±aR�JM]M=W?PRQTL)x[�r �QT\]L����,PIN?U����]a§QIN,Y¾aRaRWjU�¦]Wj�JUOxJN,QT^`WjU;b]QT\]LgpVqfL+xDL)UD¯��&S�LAPT^`_+N¦]W?�]UOxJN,QT^`WjU;bJN?UOxÀN?U��$vtY¾PTL+x[Æ�¥OpDv`WmN,U[K¢WV_AQTW,PIN?v¬K¢^`aRaRLAPRQIN,QT^`WjU±¦JL)v`vwW+qsaR\J^wM;¥



l,h�� �$UOxDLAPTa���N,PTv`aRaRWjU
	ø<¨ý6ÖôE¾E�CrEG@IHÀ<�ó=ØEGCrÖ¾9·C½Õ�íEôÓFÖ¾ØE¾Ö¾×?CVÓAÖôüJ<g<?>FõJHO:Ö¾×�ÓFî<?HD>A<,Õ H Ô ÓACrÖ¾9<j:�òOÖô9�C��THJÖô9]ÓCr>FÓFÖG×�E¾<½H ï�� CD>FõJíE¾Ö¾@¨Cr9;:�ÓFî;<±Crí=ÓAîHD>jò ï HD>�Ö¾9JÓA<,õJ>AC Ô Eô<[×�H=×,ðO×,Eô<j@¨H ï 9;HD9<,óOØ¬Cr9;:=Ö¾9õÕ[CDØ;@
u(n, x) = w(x)w(Lx)...w(Ln−1x)

H ï 9HJ9Ø¬H]@IÖôÓFÖ¾üD<?Eôð ×�í;>FüJ<?: @FØ;CD×,<?@
Y
Ù

ù¢îÖ¾@$ÓFî;<,HD>A<,Õ ×�HJ9]ÓACrÖ¾9;@�å|ÓFî<¨×�HJ9]üJ<,>AõD<?9;×�<6Ø;CD>IÓ&H ï ìXÓFî<g<,>AõDH=:=ÖG×�ÓFî<?HD>A<,Õ
@sH ï üDHD9
� <,í;Õ[CD99 å

Y = L2(Ω)
ì�ò ��Öô> �OîH � å

Y = R
ìºCD9;:�ò�Õ[HD>A<�õJ<,9<?>ACDEôE¾ðDò¬H ï�� @F<,E¾<?:=<j×

å
Y = GLN (R)/ON (R)

ì�Ù ñ Ó
×,Cr9 CrEG@FH Ô <�üOÖ¾<,ý�<?: CD@ÀC�>)Cr9;:HDÕ Õ[<?CD9 <,>AõDH=:=ÖG×
ÓFî<?HD>A<,Õ�Ù��;í>FÓFî<?>FÕ[HD>A<Dò]ÖôÓ�î;CJ@&×,HD9;@F<�	]í<?9;×�<j@ ï HJ>�×,<,>FÓACrÖ¾9 � CD>��JHVü�Ø>AH=×�<j@F@F<?@&Cr9;:
Ô HJí9;:=<j:�î;CD>FÕ[HJ9Ö¾× ï í9;×�ÓFÖ¾HD9;@¡HJ9øõJ>FHJíØ;@?Ù©ù¢î;<ÀØ;>FHOH ï H ï ÓAî<[ÓFî;<,HD>A<,Õ >A<,E¾Ö¾<?@¨HD9
C·Õ[H=:=Ö�
¬×,CrÓFÖ¾HD9�H ï ÓAî<
Ø>AH]H ï H ï B¡Öô9õJÕ
Cr9� @¡@Ií Ô CD::=ÖôÓFÖ¾üD<À<,>AõDH=:=ÖG×�ÓFî<?HD>A<,Õ�ò�Cr9;:@IHJÕÀ<¡õJ<,HDÕ[<,ÓF>AÖ¾×¨Cr>AõDíÕ[<?9JÓ)@,ò@F<,<�� B�C � C�������Ù

ù¢î<¡E¾CJ@TÓ6@I<j×+ÓAÖôHJ9�H ï ÓFî;<�Ø;CrØ©<,>¢HDíÓFE¾Öô9<j@6C[@TÓA>ACrÓF<,õJð ï HD>�ÓFî;<�@TÓAí;:=ð±H ï >)Cr9;:=HJÕ
Ø>FH=:=í¬×+ÓA@¢H ï <?Eô<?Õ[<,9]ÓA@¢Ö¾9

C∗ ÷RCrE¾õD< Ô >ACJ@,Ù

� � Ï��������XÊgÊ ��ÏºÊgÐ©Ë=ÑIÍ$Ê!�
Ò <�Ó

(Y, d) Ô <�CºÕ[<�ÓF>AÖG×$@FØ;CD×,<$Cr9;:�Eô<,Ó C(Y )
:<,9HDÓF<sÓAî<¢@IØ;CJ×�<sH ï ×�HJ9]ÓFÖ¾9]í;HDí;@ ï í9;×+÷

ÓFÖ¾HD9;@gHD9
Y
<�	]íÖ¾ØØ©<?:¼ý6ÖôÓFî�ÓFî<½ÓFHJØ¬HJEôHJõDð�H ï í9;Ö ï HJ>FÕ ×,HD9OüD<?>FõJ<,9;×,<¨HJ9 Ô HDí9¬:=<?:@Ií Ô @I<,ÓA@?Ù"�%Öôó=Öô9;õ[CÀØ©HDÖ¾9]Ó y òOÓAî<�@FØ;CD×,< Y ÖG@6×�HD9]ÓAÖô9OíHJí;@IE¾ð
Ö¾9��T<?×�ÓF<?:�Ö¾9]ÓFH

C(Y ) Ô ð
Φ : z 7→ d(z, ·)− d(z, y) .

8 Õ[<�ÓA>FÖG×½@FØ;CJ×�<�ÖG@¨×,CrE¾E¾<?:�ß�ëFÜAß;Ý�ë·Ö ï <?üD<?>Fð�×�E¾HJ@F<?: Ô CrE¾E%ÖG@¡×�HDÕ[Ø;CJ×+ÓjÙ ñ ï Y Ö¾@¨C
Ø>FHJØ¬<?>sÕ[<�ÓA>FÖG×�@FØ;CD×,<DòVÓAî<,9
ÓAî<º8º>��?<,E$# O8g@F×,HDE¾ÖOÓFî<?HD>A<,Õ ÖôÕ[ØE¾Öô<j@sÓAî;CVÓ$ÓFî<º×,EôH]@Ií;>F<
H ï ÓFî;<$Ö¾Õ[CDõD<

Φ(Y )
ÖG@�×,HDÕ[Ø;CJ×+Ó?Ùjù¢î<$Ø©HDÖ¾9]ÓA@%HD9¡ÓAî< Ô HDí9¬:Cr>Að ∂Y := Φ(Y )\Φ(Y )Cr>A<&×,CDEôE¾<?:�%'&Oè,Ý,ä[àrÚ;ÚøåçHD>)(ÜrëFÜ+*),+&=Ú©é,ê�âçÜVÚèJòjî;<,>A<&:=<?9HrÓA<?: Ô ð bγ òVCr9;:�ý�<¢@FCmð¨ÓFî¬CVÓ

yn → γ ∈ ∂Y CD@
n→∞ Ö ï

bγ(·) = lim
n→∞

d(yn, ·)− d(yn, y) .
�HD>

C ∈ R,
ÓFî<�@Fí Ô E¾<,üJ<,E²@F<�Ó

{z : bγ(z) ≤ C}Ö¾@�×?CrE¾Eô<j:�C-(;ÜVëFÜ�.Aà0/1/�åFé)Ý,Ú;êRÝ�ëAÝAá·àVê
γ
ì+Ù 	�<�>F< ï <,>¢ÓAH2� �'35476�89� ï HJ>�:=<�Ó)CrÖ¾E¾@?Ù

: Ý,ä[àrë<;>=@?1A�?g8�Ó�
;>A@IÓfÓFîÖG@s×,HDÕ[Ø;CD×�ÓFÖ�
¬×,CrÓFÖ¾HD9½EôHOH �=@�	]íÖôÓF<6C Ô @TÓA>ACJ×+Ó?ò Ô í=ÓsÖwÓ ï HJEôE¾HVý�@ï >FHJÕ ÓFî<¡ÓA>FÖGCr9;õDE¾<¨Ö¾9<9	Jí¬CrE¾ÖwÓTð
ÓAî;CVÓ�ý�<�CrE¾ý�Cmð=@&î;CmüD<�CÀÕ
CrØ
{ õJ<,H=:=<?@FÖG×º>)Cmð=@�CrÓ y} → ∂Y .

ñ ï Y ÖG@gC�ÿºCD:;CrÕ
Cr>):�@IØ;CJ×�<Jò;Ö�ÙI<DÙ�C·×,HDÕ[ØE¾<�ÓA<�Õ[<�ÓA>FÖG×�@FØ;CD×,<�@ACVÓFÖG@ ï ð]Ö¾9õ
ÓAî<½@F<,Õ[Öô÷
Ø;Cr>)CrE¾Eô<?EôHJõD>)CrÕ EGCmý å�ÓAî<CB�8Xù�åEDJìR÷§×,HD9;:ÖwÓAÖôHJ9²òGF 9HJ9Ø¬H]@IÖôÓFÖ¾üD<g×�í>AüVCVÓFí;>F<�� ì�òDÓAî<,9·ÓFîÖG@
Õ[CDØ ÖG@½CD9þÖG@IHJÕÀHJ>FØ;îÖ¾@FÕ�ò*@F<,<H� �I��89�§Ù ñ 9 HrÓAî<,>Àý�HD>):@,ò�ÓFî< Ô HDí9;:;Cr>Að ∂Y CD9;:
×�E¾HJ@Fí>F<

Φ(Y )
:=<j@F×,>FÖ Ô <j:·C Ô HVüJ<ºCr>A<ºîHJÕ[<,HDÕ[HJ>FØî;Ö¾×�ÓFH�ÓAî<�@TÓ)Cr9;:;Cr>):[>ACmð Ô HDí9;:=÷Cr>Að�Cr9¬:¼×�E¾HJ@Fí>A<DÙ"Jf<,>Aî;CDØ;@¢ÓFî;Ö¾@gØ>AHDØ©<,>FÓTð�×,CD9 Ô <À×,CDEôE¾<?:KF >F<ML;<�ó=Ö¾üOÖwÓTðN�¾ò;Õ[HrÓAÖôüVCVÓA<?:

Ô ð �¢Cr9;CJ×)î¼@IØ¬CD×�<�ÓFî<?HD>AðDÙG�;HD>gC�ÿ�Ö¾E Ô <,>FÓ¨@FØ;CJ×�<Dò;ÓFî<½EôÖ¾9<jCr> ï í;9;×+ÓAÖôHJ9;CrEG@�H ï 9HD>AÕ
1
å ��í;@F<,Õ
Cr99 ï í;9;×+ÓAÖôHJ9;@Aì±×�HD>A>A<?@FØ¬HJ9;: üOÖGC�ÓFî<�Öô99;<,>±Ø>AH=:=í;×�Ó±ÓFH í9;ÖwÓ�üD<?×�ÓFHJ>A@

å|õD<?H=:=<?@FÖ¾×¨>)Cmð=@Aì�Ù



��WjUJLA£DMON,UOxJ^`UJ¤�Z[N?MJa l?h��
: Ý,ä[àrë<;>=@? =�? ñ 9�üOÖô<?ý H ï ÓAî<À>F<j@IíEôÓA@ Ô <,E¾HVý5ÖwÓ�@F<,<,Õ
@¨Ö¾9JÓA<,>A<?@IÓFÖ¾9õ±ÓAH·Ö¾9OüD<?@IÓFÖ¾õJCrÓF<
ÓFî< ��í;@F<,Õ
CD99 ï í9;×�ÓFÖ¾HD9;@gCr9;:�ÓFî;<½CD@FðOÕ[Ø=ÓFHDÓFÖG×¡õD<,HJÕ[<�ÓF>Að±H ï üVCD>FÖ¾HDí;@ºBºH Ô CmðJCJ@IîÖî]ðOØ©<,> Ô HJEôÖG×�×,HDÕ[ØE¾<�ó¼@IØ¬CD×�<j@ Y, CD9;:¼CDE¾@FH±îHVý ∂Y

×�HJÕÀØ¬Cr>A<?@�ý6ÖôÓFîø@IHJÕÀ<�<�óOÓF>AÖô9÷
@IÖG× Ô HDí9¬:Cr>AðDÙ �HD>g<�óCrÕ[ØE¾<�ÖôÓgý¢CD@gCr99HJí9;×,<?:�Ö¾9 � �¢C �&H������%ÓAî;CVÓgÓFî<½Öô9]ÓF>AÖ¾9;@IÖG×ÕÀ<,ÓF>AÖ¾×?@XHD9
C Ô HDí9¬:=<?:�òJ@TÓA>FÖG×+ÓAEôð½Ø;@I<?í;:=HD÷§×,HD9OüD<,ó�:=HDÕ
CrÖ¾9;@Xý6ÖôÓFî C2

÷ Ô HDí;9;:Cr>Að�CD>F<3¨>FHJÕÀHVüæîOðOØ¬<?> Ô HDE¾ÖG×�CD9;:þÓAî<�<�óOÓF>AÖ¾9;@IÖG× Ô HJí9;:CD>Fðþ×,HDÖ¾9;×�ÖG:=<�ý6ÖwÓAî ÓAî<�Öô9]ÓF>AÖ¾9;@IÖG×3¨>FHJÕÀHVü Ô HDí;9;:Cr>AðDÙ

� �6Ï��!�XÎgÎºÑRËÑ��6ÑTË
	
ù¢î<[Ø>FHOH ï @gH ï ÓAî<±@TÓ)CVÓA<,Õ[<,9]ÓA@�C Ô HJí=Ó�9HD9;<�ó=Ø;Cr9¬:=Öô9;õ�Õ
CrØ¬@ Ô <?EôHVý ý6Ö¾E¾Esí;@F<½ÓAî<
:=Ö¾@IÓACD9;×�<j@ Ô <,ÓTý&<?<,9�HD> Ô ÖwÓ�Ø©HDÖ¾9]ÓA@?Ù�í9;:;CrÕ[<,9]ÓACDE ï HD>¨ÓFî;Ö¾@¡ÖG@¨ÓFî<
ý�<,E¾E �O9HVý69øH Ô ÷@I<?>FüVCVÓAÖôHJ9·H ï @Fí Ô CJ::=ÖôÓFÖ¾ü]ÖôÓTðDò;9;CrÕ[<,E¾ð ï HJ>¢ÓTý&H[9HJ9<�ó=Ø;CD9;:=Ö¾9õ½Õ
CDØ;@ φ, ψ ý�<�î;CmüD<

d(φ(ψ(y)), y) ≤ d(φ(ψ(y)), φ(y)) + d(φ(y), y) ≤ d(ψ(y), y) + d(φ(y), y) .

4OH�ÓFî<�@TÓ)CVÓF<?Õ[<,9]ÓA@�Öô9æÓAîÖ¾@½@I<j×+ÓAÖôHJ9�ý6Ö¾E¾E Ô <·CrØØ;EôÖ¾<?:�ÓAH�ÓFî<·:Ö¾@IÓACD9;×�<j@ ï >FHJÕ ÓAî<
HD>AÖôõJÖô9

y
ÓFHÀÓAî<

n
÷¹ÓAî�Ø©HDÖ¾9]Ó6H ï Cr9�HD> Ô ÖwÓjò=<DÙFõ;Ù an = d(y, φn(y)).

ñ Ó$Ö¾@&Cr9
<?Eô<?ÕÀ<?9]ÓACr>Að ï CJ×+Ó&ÓFî;CrÓ&@Ií Ô CD::ÖwÓAÖôüOÖôÓTð an+m ≤ an+am
ï HD>�CrE¾E

m,n ≥
1,
Ö¾ÕÀØ;EôÖ¾<?@¢ÓAî;CVÓ

A := lim
n→∞

1

n
an = inf

m>0

1

m
am .

ù¢î< ï HDE¾EôHVý6Ö¾9õÀH Ô @F<,>AüVCVÓAÖôHJ9·ÖG@¢ÓF>AÖôüOÖGCrE��
��������������������! #" Ý�ê

an
.)Ý¼àøè,Ý%$M&;Ý,Ú©é)Ý¼Ü ,�ëFÝ)à0/�Ú &=ä�.)Ý,ë)è'&�(Oâçé+( âGè &=Ú .)Ü�&=Ú�áDÝ)á

à�.)Ü)(VÝ�?+* (;Ý�Ú�ê (Ý,ëFÝ½àrëFÝ�â�Ú�,sÚ¬â�ê§ÝM/.-[ä
àVÚ/-
n
è &;é+(�ê (àrê

am < an

,�ÜVë½à0/1/
m < n.

	 î<,9�ÓFî;Ö¾@6ÖG@6CrØ;ØEôÖ¾<?:�ÓAH
an − (A− ε)n ý�<�õD<�Ó0�

��������������������213" Ý�ê
an
.)Ý�àÀè,Ý4$M&;Ý�Ú�éAÝ�Ü ,¡ëFÝ)à�/�Ú &=ä�.)Ý,ë)è¡àrÚ©á±àVèAè &=ä
Ý¡ê (àVê

A :=
lim sup an/n

âGè�,sÚ;â�êRÝ9?5*N(;Ý�Ú ,�Ürë·àVÚ�-
ε > 0

ê (Ý,ëFÝ�àVëFÝ·â�Ú�,$Ú;â�êRÝ /.-�ä
àVÚ�-
n
è &;é+(

ê1(;àVê
an − an−k ≥ (A− ε)k

,�ÜVë½à0/1/
k, 1 ≤ k ≤ n.

� HVý ý�<�:=<j@F×,>FÖ Ô <�CD9�<?>FõJH=:=Ö¾×gÓAî<,HJ>F<,ÓFÖG×gõJ<,9<?>ACDEôÖ��?CrÓFÖ¾HD9�H ï ÓFî<�@F<?×,HD9;:�H Ô @F<,>F÷ümCrÓFÖ¾HD9²Ù
Ò <�Ó

(X,µ) Ô <øC Õ[<?CJ@Ií;>F<�@FØ;CJ×�<¼ý6ÖôÓFî µ(X) = 1
ò&CD9;: E¾<�Ó

L : X → X
Ô <�CD9'<,>AõDH=:=ÖG×¡Õ[<?CD@Fí>A<�Ø>A<?@F<,>Aü]Ö¾9õÀÓF>)Cr9¬@ ï HJ>FÕ
CVÓAÖôHJ9²Ù8 è &G.)àDáJáVâ�ê�â6(mÝ±é)Üjé7-DéM/ôÝ½ÖG@ºC
ï í9;×+ÓAÖôHJ9

a : N×X → R
@Fí;×)î�ÓFî;CrÓ

a(n+m,x) ≤ a(n,Lmx) + a(m,x)



l,h�� �$UOxDLAPTa���N,PTv`aRaRWjU
ï HD>�CrE¾E

n,m ≥ 1
Cr9;:

x ∈ X. ñ Ó6Ö¾@ºCD@A@IíÕ[<j:±ÓAî;CVÓ a ÖG@�â�Ú¬ê§Ý§ãDëFà�.M/ôÝJò=ÓFî¬CVÓ�ÖG@
∫

X

|a(1, x)|dµ(x) <∞.

ñ Ó ï HDE¾EôHVý�@&ÓFî¬CVÓ
A := inf

m>0

1

m

∫

X

a(m,x)dµ(x)

Ö¾@ 
;9ÖôÓF<JÙfù¢î;< ï HJEôE¾HVý6Öô9;õ¼Eô<?Õ[Õ[Cø×,CD9 Ô <�Ø>AHVüD<j:æÖô9ÄC ï <,ý Ø¬CrõD<j@ Ô ðæÕ[H=:=Ö ï ðOÖ¾9õ@TÓ)Cr9;:CD>A:�Õ[<�ÓAîH=:@¢H ï @Ií Ô CD::ÖwÓAÖôüJ<¨HJ>6Ø¬HJÖô9]ÓTý6ÖG@I<¡<?>FõJHO:Ö¾×ºÓFî<?HD>Að �� ����� ���	�  �
��� ��� ������������" Ý�ê
E
.AÝ�ê1(;Ý�è,Ý,ê&Ü ,

x
&Xâ�ê1('ê1(;Ý�ß�ëFÜAß;Ý�ë+ê�-
ê (àVê ,�ÜVë

àVÚ/-
ε > 0

ê (Ý,ëFÝ�ÝAÞJâGè)ê$àrÚ�â�Ú;êRÝ�ã]Ý,ë
K
àVÚ�áÀâ�Ú�,sÚ¬â�ê§ÝM/.-½ä[àrÚ/-�â�Ú¬ê§Ý§ã]Ý�ë)è

n � áDÝRßÝ,Ú©árâ�Ú]ãÜVÚ
x
àVÚ�á

ε)
è &;é ('ê1(;àVê

a(n, x) − a(n− k, Lkx) ≥ (A− ε)k
,�ÜVë½à0/1/

k, K ≤ k ≤ n. *N(;Ý�Ú µ(E) = 1.
	 ÖwÓAî�HJ9<¨CJ::=ÖôÓFÖ¾HD9;CDE²Cr>AõDíÕ[<?9JÓjòJHJ9<�×,CD9 ï >AHDÕ Ò <?Õ[Õ[C��;Ù��¨9HVý :=<j:=í;×,<gÓAî<

@Ií Ô CD::=ÖôÓFÖ¾üD<¡<?>FõJHO:Ö¾×gÓFî;<,HD>A<,Õ H ï B¡Ö¾9õJÕ[CD9 �

� � � ���)�!�"�#�61$
%��� �'&�(������*) ÜVë�à0/`ä[ÜVè+ê¢Ý (mÝ,ë -
x +

lim
n→∞

1

n
a(n, x) = A .

, ëFÜ�.M/ôÝ,ä.-�?/-�?��*Öwó @FHDÕ[<¼@I<9	]í<,9;×,<
εi ↘ 0.

Ò <,Ó
F Ô <¼ÓFî<�@F<�Ó�H ï x ý6ÖôÓFî ÓAî<

Ø>FHJØ¬<?>IÓTð[ÓAî;CVÓ6ÓAî<,>A<�<�ó=ÖG@TÓ)@
ni = ni(x) →∞

@Fí;×)î·ÓAî;CVÓ
a(ni, x)− a(ni − k, Lkx) ≥ (A− εj)kï HD>�CrE¾E

k, nj ≤ k ≤ ni,
CD9;:�CrE¾E

j < i.� HrÓA<�ÓFî;CrÓ
ÓFî<ø@I<,Ó
F ⊆ E

Ö¾@
L
÷�Ö¾9OüVCr>AÖ¾CD9JÓ
Cr9¬: ÓAîOí;@
<,ÖôÓFî;<,>

µ(F ) = 0
HD>

µ(F ) = 1. ñ ï a ÖG@ÀCD9 CJ::=ÖôÓFÖ¾üD<�×�H=×�ð=×�E¾<Dò*ÓAî<,9 ��Öô> �OîH �'� @�ÓAî<,HJ>F<?Õ õDí;CD>ACD9]ÓF<,<j@
ÓFî;CrÓ

µ(F ) = 1. ñ ï X = {x}, ÓFî;<,9 µ(F ) = 1 Ô ð·ÓFî<�@F<?×,HD9;:�H Ô @I<?>FüVCVÓAÖôHJ9�C Ô HVüJ<DÙÿ�HVý õJ<,9<?>ACDEôE¾ð
ÖG@6ÖwÓ6ÓA>Fí;<gÓAî;CVÓ
µ(F ) = 1 0

1 2 Í$Ê �#3'4��XÊºÎºÑFÊ6587 �94��;: ÑTË=<?>1Ê ��Í$ÏgÊºÎ �%ÎA@þÌ��gÑTË

ñ ï ÓFî;<½HJ> Ô ÖôÓ {φn(y)}n≥0
H ï C±9HJ9<�ó=Ø;CD9;:=Ö¾9õ�Õ[CDØ�H ï C�×,HDÕ[ØE¾<�ÓA<½Õ[<�ÓA>FÖG×À@IØ;CJ×�<

Ö¾@ Ô HDí;9;:=<?:²òXÓFî<?9 HD9<�ý�HDíEG:ÄEôÖ��D<�ÓFHþ:<?:=í;×,<�ÓFî<¼<,ó=Ö¾@IÓF<?9;×�<�H ï CH
ó=<?:ÄØ©HDÖ¾9JÓjÙÿ�<,>A<±Cr>A<[ÓTý�H¼@FCDÕÀØ;Eô< ï CJ×+ÓA@�H ï ÓFîÖG@�ÓTðOØ©< �*Cr9Oðø×,HD9]ÓF>)CD×�ÓFÖ¾HD9�H ï C�Ø>AHDØ©<,>�Õ[<�ÓA>FÖG×
@IØ;CJ×�<¢ý6ÖôÓFî Ô HJí9;:=<j:ÀHD> Ô ÖwÓXî;CJ@XC¨í9Ö$	Jí;<�
ó=<?:½Ø¬HJÖô9]Óºå ï HJ>sC�@IÖ¾Õ[ØE¾<�Ø;>FHOH ï @I<?<¢<DÙIõ¬Ù� ��<5��D �|ì+òOCr9¬:
Cr9Oð�9HJ9<�ó=Ø;CD9;:=Ö¾9õ�Õ
CrØ
H ï C�ÿºCD:;CrÕ
Cr>):[@IØ;CJ×�<�åçÖô9 ï CJ×+ÓjòDHD9;EôðÀí9Öô÷
ï HD>AÕ¿×,HD9OüD<,óOÖôÓTð[Cr9;:
×,HDÕ[ØE¾<�ÓF<?9<?@A@$CD>F<º9<,<j:=<?:;ìsý6ÖwÓAî Ô HDí9¬:=<?:
HJ> Ô ÖwÓ$î¬CD@$CC
ó=<?:Ø¬HJÖô9]Ó?Ù��HJ>sÕ[HD>A<¢@IÓACrÓF<?ÕÀ<?9]ÓA@sC Ô HJí=Ó)
ó=<?:ÀØ©HDÖ¾9]ÓA@$CD9;:À>F<?Eô<?üVCr9]Ó$×�HJí9]ÓF<,>A<�óCDÕÀØ;Eô<j@,ò@I<?<gÓAî< Ô H]H � � 3¡B���D ��Ù

ñ ï òJHJ9
ÓFî<gHrÓAî<,>&î;Cr9;:²ò]CD9]ðÀHD> Ô ÖôÓ&H ï φ ÖG@&í9 Ô HJí9;:=<j:�òDÓAî<,9±ÓFî<¨Ø¬HJÖô9]Ó)@sH ï ∂Y,ÓFî< ��í;@F<,Õ
CD99 ï í9;×�ÓFÖ¾HD9;@?ò¬CD9;:�ÓFî<�îHD>AH Ô CDEôEG@¢ý6Ö¾EôE*ØEGCmð±ÓFî;<�>FHJEô<�H ï 
ó=<?:�Ø©HDÖ¾9JÓ)@Cr9;:�Õ[<�ÓF>AÖG× Ô CrE¾E¾@?ò=>A<?@FØ¬<j×+ÓFÖ¾üD<?EôðJÙ � HD>A<¨Ø>F<j×�ÖG@I<?Eôð·ý&<¡î;CmüJ< �
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� � � ���)�!���	�� �
%��� ����������� " Ý�ê

φ
.)Ý½à±Ú©ÜVÚ�ÝFÞ�ß;àVÚ�áVâ�Ú]ã·ä
àAß Ü ,�à¡ß©ëFÜ)ßÝ,ë�ä
Ý�ê�ë+âçé

è¹ß;àDé)Ý
(Y, d)

àrÚ©á /ôÝ,ê
A ≥ 0

áDÝ,Ú©Ürê§Ýgê (Ý!/`â�Ú©Ý)àrë�ëFàVêRÝ¨Ü ,gÝ�è,é)àAß;Ý¨Ü ,ºÜVëM.,â�ê¹è ? * (;Ý�Ú'àVÚ�-
ÜVëM.,â�ê /`âçÝ�èÀâ�Ú;è)âçáJÝ±à � (ÜrëFÜ+*�.)à�/1/�?���Úæê1(;Ý�&=Ú .)Ü�&=Ú�áDÝ)á�ÜVëM.,â�êgé)àmè,Ý + ê (Ý,ëFÝ[âGèÀâ�Ú>,�àDé,êgàßÜrâ�Ú;ê

ξ
â�Ú
∂Y

è &;é ('ê1(;àVê ,�Ürë½à�/1/
k ≥ 0

bξ(φ
k(y)) ≤ −Ak .

�+Ú[ß;àVë+ê�âçé & /¾àVë + ,�Ürë�àVÚ�- z &$Ý (à)(VÝ

lim
n→∞

− 1

n
bξ(φ

n(z)) = A .

ù�HÀ<�ó=<,Õ[ØE¾Ö ï ð±îHVý ÓAî<�@Ií Ô CD::ÖwÓAÖôüOÖôÓTð
H Ô @F<,>AüVCVÓFÖ¾HD9¬@&Ö¾9�ÓFî<¡Ø>A<,üOÖ¾HDí;@¢@F<?×+ÓAÖôHJ9;@Cr>A<Àí¬@I<j:øCD9;:øÓFH�ÖôE¾E¾í;@TÓA>ACrÓF<[ÓAî<±@IÖ¾Õ[ØE¾Ö¾×,ÖwÓTð¼H ï ÓAî<
Ø>AHOH ï ý�<[õDÖ¾üD<ÀÓFî;<±Cr>AõDíÕ[<,9]Ó
Ø>FHVüOÖ¾9õ½ÓFî< 
;>)@IÓ¢Ø¬Cr>FÓ?Ù
, ëFÜjÜ , ? Ò <�Ó

an = d(y, φn(y))
Cr9¬:¼CD@A@Ií;ÕÀ<�ÓFî<ÀHD> Ô ÖôÓgÖG@ºí;9 Ô HDí;9;:=<?:²Ù ��ð � Ô @F<,>F÷ümCrÓFÖ¾HD9 �ÀCD9;:�×,HDÕ[Ø;CD×�ÓF9<j@F@?ò©ý&<[×,CD9�ØÖG× �

ni → ∞
@Fí;×)î¼ÓAî;CVÓ

am < ani

ï HD>�CrE¾E
m < ni

ò;Cr9¬:
φni(y)→ ξ ∈ ∂Y .ù¢î<,9 ï HD>�CD9Oð

k ≥ 0
ò

bξ(φ
k(y)) = lim

i→∞
d(φni(y), φk(y))− d(φni(y), y)

≤ lim
i→∞

ani−k − ani ≤ 0 ,

ý6îÖ¾×)îÄÕ[<?CD9;@ÀÓFî;CrÓ±<,üJ<,>Að HD> Ô ÖwÓ[Ø©HDÖ¾9JÓ Ô <,E¾HD9;õJ@½ÓFHæÓAî<�îHD>AH Ô CDEôE6×,<,9]ÓF<?>F<j: CrÓ ξØ;CD@A@IÖ¾9õ½ÓFî>AHDí;õDî�ÓFî<�@IÓACD>IÓAÖô9õ[Ø©HDÖ¾9]Ó
y.

	 ÖwÓAî�@FÖôÕ[Ö¾E¾CD>&Cr>AõDí;ÕÀ<?9]Ó$HD9<¨:=<?:í;×�<j@sÓAî<g<,ó=Ö¾@IÓF<?9;×�<gH ï
φ
÷�Ö¾9OüVCr>AÖ¾CD9JÓ¢:=HDÕ
CDÖô9;@?Ù

�HD>¡@FÖôÕ[ØE¾Ö¾×,ÖwÓTð'ý�<�ý6Ö¾E¾EfCJ@F@FíÕ[<�ÓAî< ï HDE¾EôHVý6Ö¾9õ[ß�ëFÜ��,Ý)é,ê¹â6(jâ�ê�-�é)ÜrÚ©áVâ�ê�âçÜVÚ1å ï HDE¾EôHVý6Ö¾9õ
ÓFî<�ÓF<,>AÕ[Öô9;HDE¾HDõDð�H ï 	5Ù 	øHO<?@A@)ì � ï HD>gCD9Oð±ÓTý�H·@I<9	]í<,9;×,<?@ {zn}n>0

Cr9;: {yn}n>0H ï Ø¬HJÖô9]ÓA@¢Ö¾9
Y,

Ö ï
zn → ξ ∈ ∂Y, Cr9¬: sup d(zn, yn) < C

ï HD>�@FHDÕ[<
C,

ÓFî<?9
yn → ξ .

� � � ���)�!���	�61$
%��� ����������� " Ý,ê
(Y, d)

.)ÝÀà¡ß�ëFÜAß;Ý,ë�ä[Ý,ê�ë+âçé�è�ß;àDé)Ý�è�àrê¹âGè ,4-Vâ�ÚOã�ê1(;Ý
ß©ëFÜ��,ÝAé,ê�â6(?â�ê�-�é)ÜrÚ©áVâ�ê�âçÜVÚ àVÚ�á7/ôÝ�ê

φ : Y → Y
.)ÝÀà·Ú©ÜrÚ©ÝAÞ�ßàrÚ©áVâ�ÚOã�ä[à)ß ?
	¢â�ê1(;Ý�ë½ê1(;Ý

ÜVëM.,â�êgÜ ,
φ
âGè>.AÜ0&=Ú©áJÝAá�Ürë½ê (Ý,ëFÝÀâGè[à�ß;ÜVâ�Ú¬ê

ξ ∈ ∂Y è &;é+(�ê1(;àVêgÝ (mÝ,ë --(ÜVëAÜ�.)à�/1/
HéAÝ,Ú;êRÝ,ëFÝ)á±àVê

ξ
âGè�àVÚ�â�Ú�(màrë+âçàVÚ¬ê$è,Ý,ê + ê (àrê&âGè φ(H) ⊂ H.

ñ 91üOÖô<?ý H ï ÓAî< 4=×)îOý�CD>�� �JsÖG× � E¾<,Õ[Õ
CI� Ò ��� ��CD9;:1<?Eô<?ÕÀ<?9]ÓACr>AðÄî]ðOØ©<,> Ô HJEôÖG×õD<,HJÕ[<�ÓF>Að
ý�<¨î¬CmüD<¨ÓFî< ï HJEôE¾HVý6Ö¾9õÀ×,HD>AHDE¾E¾CD>Fð �
� ���)���� �������	�/�$
%��� 1�&/�=��� ��� 1 &���� ��� 1 &/� ��� � " Ý,ê

f
.)Ý�à�(Ü�/¾ÜVä
ÜVë�ß"(=âçéÀä[à)ß

Ü ,¡ê (Ý5&=Ú¬â�ê�árâGè ;
D
â�Ú;êRÜ[â�ê¹è,Ý / , ?�*N(;Ý�ÚæÝ�â�ê (Ý,ë

f
(;àmè�à�,*Þ]Ý)áºß;ÜVâ�Ú¬ê&â�Ú

D � â�Ú &�(=âçé (éAàVè,ÝøÝ (mÝ,ë - .)à�/1/¡éAÝ,Ú;êRÝ,ëFÝ)áþàVê�è+&;é+( à�ßÜrâ�Ú;êÀâGè¼àrÚ1â�Ú/(VàVë+âçàrÚ;ê½è,Ý�ê�* Ürë'ê1(;Ý�ëAÝ¼âGè¼à
ßÜrâ�Ú;ê

ξ ∈ ∂D
è &;é+( ê (àrêgê (Ý�â�êRÝ�ëFàrê§Ý�è

fn
é)ÜVÚ�(mÝ,ë¹ã]Ý7/ôÜ?é)à0/1/.- &=Ú¬â ,�ÜVë+ä�/.-�ÜrÚ

D
êRÜ

ê1(;Ý�é)ÜrÚè+ê§àrÚ;ê¨ä[à)ß êRà�;râ�Ú]ãøê (Ý (Và�/ &;Ý
ξ
àVÚ�áøÝ (VÝ�ë -2(ÜVëAÜ�.)à�/1/6é)Ý�Ú¬ê§Ý,ëFÝ)áøàrê

ξ
âGè�àrÚ

â�Ú/(VàVë+âçàVÚ¬ê�è�Ý,ê &=Ú�áDÝ,ë
f.
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3¨<,9<?>ACDEôÖ��?CrÓFÖ¾HD9;@
H ï ÓFî< 	�HDE��  � <?9��THVðÄÓFî<?HD>A<,Õ�ò$Õ[HJ@IÓFE¾ð ×�HJ9;×�<?>F9Ö¾9õþî;HDE¾Hr÷

ÕÀHJ>FØ;îÖ¾×gÕ
CrØ;@�H ï Õ[HD>A<ºõD<?9<,>)CrE�×�HJÕ[ØEô<,ó·@IØ¬CD×�<j@$î¬CmüD< Ô <,<?9·H Ô ÓACDÖô9<j:±Ö¾9�@F<,üJ<,>)CrEØ;CrØ©<,>)@,ò ï HD>[<,ó=CDÕ[ØEô< Ô ðþÿ�<,Ö¾9;@ � ÿ�<�� � ��òXÿ�<?>FüJ< � ÿ�� � �§òX8 Ô CrÓF<K� 8 6�� ��Cr9;: � C� � ��� ��Ù��HJ>½Õ[HJ>F<�×�HJÕÀØ;Eô<,ÓF<·>A< ï <?>F<?9;×�<j@�ý�<�>F< ï <,>½ÓFHøÓFî< Ô Ö Ô EôÖ¾HDõJ>ACDØîÖ¾<?@½H ï ÓAî<>F<j×�<,9]Ós×�HJ9]ÓF>AÖ Ô íÓFÖ¾HD9;@'� B�B��I��� �§òG� � <5D�D �§òJCD9;:�ÓAî< Ô HOH � � BgH���6 ��Ù ñ 9 � ��<C��D �©Cr9;:� ��<5�����§ò ��<?Cr>):=HJ9ÀØ;>FHVüJ<?:[<?@A@F<,9]ÓFÖGCrE¾Eôð½ÓFî;<gC Ô HVüD<g@TÓ)CVÓF<?Õ[<,9]ÓA@&Öô9±ÓFî<¨@IØ©<?×,Ö¾CDE©×?CD@F<?@H ï B�Cr>FÓACr9 OÿºCJ:CrÕ
CD>A: Õ[CD9Ö ï HDEG:@±Cr9¬: ÓAî<¼ÿ�Ö¾E Ô <?>IÓ·Õ[<,ÓF>AÖ¾×�HJ9 @IÓF>AÖG×+ÓFE¾ð ×,HD9OüD<,ó:=HDÕ
CrÖ¾9;@?ÙDù¢î< Ô CD@FÖ¾×¢Õ[<�ÓAîH=:[Öô9
Õ[H]@TÓjòDÖ ï 9;HrÓ&CDEôE�òrH ï ÓAî<?@F<�Ø;CDØ¬<?>A@XÖG@ 
;>)@IÓsÓFH�×,HDÕÀ÷Ø¬H]@I<
φ Ô ð±@IÓF>AÖ¾×�Ó¢×,HD9]ÓF>)CD×�ÓFÖ¾HD9;@¨å|ý6îÖG×)î�9<,<j:±ÓAH Ô <�×�HD9¬@TÓA>Fí;×�ÓF<j:;ì�Cr9;:±ÓFî<?9�CDØØE¾ðÓFî<�í;@Fí;CDE�×�HJ9JÓA>ACJ×+ÓAÖô9õÀÕ
CrØØ;Öô9õ[Ø>AÖ¾9;×�Ö¾ØE¾<¡ÓFH
õD<,Ó�C[í9Ö$	Jí;< 
ó=<?:�Ø¬HJÖô9]Ó ï HD>º<?CD×)î

H ï ÓAî<?@F<[Õ[CDØ;@gÓFî;CrÓ�CrØØ>AHmó=ÖôÕ
CrÓF<?@
φ.
ù¢î<,9�HD9<Àí;@F<?@¡×�HJÕ[Ø;CD×�ÓF9<j@F@¨@I<?Eô<j×+ÓAÖô9õ�C

@Ií Ô @I<9	Jí;<,9;×,<ÀH ï ÓAî<?@F<�
ó=<?:øØ¬HJÖô9]ÓA@?Ù ñ 9;@IÓF<jCD:�ò�ÖôÓ�@I<?<,Õ
@ Ô HDÓFî @FÖôÕ[ØE¾<,>�CD9;:�Õ[HJ>F<Ø¬HVý�<,> ï íE�ÓFH
CD>FõJí<�:=Öô>A<?×�ÓFE¾ð±Ö¾9�ÓA<,>AÕ
@¢H ï ÓAî<�HD> Ô ÖôÓ6Ø¬HJÖô9]ÓA@ºCD@¢Ö¾EôE¾í;@IÓF>)CVÓF<j:�C Ô HVüJ<DÙ
: Ý,ä[àrë<;�� ? � ? � ÓFî<?>½>A<,EGCVÓA<?:þ@IÓACrÓF<,Õ[<?9JÓ)@½×?Cr9 Ô <�Ø>FHVüJ<?:æÖ¾9 C�@FÖ¾ÕÀÖ¾EGCr>Àý�CmðJò%@F<,<� B�C�������Ù �;HD>±<,óCrÕ[ØE¾<DòsÖ ï

Y
ÖG@·C 3¨>AHDÕ[HVüþîOðOØ¬<?> Ô HDE¾ÖG×'@IØ;CJ×�< å|9;HrÓ·9<j×�<j@F@ACr>AÖôE¾ðEôH=×,CDEôE¾ð ×�HDÕ[Ø;CJ×+Ó+ì
Cr9;:

d(y, φn(y)) → ∞ CD@
n → ∞, ÓFî;<,9 ÓAî<�ý6îHJEô<�HD> Ô ÖwÓ×�HD9OüJ<,>AõD<?@$ÓFH
C[Ø©HDÖ¾9]Ó¢HJ9�ÓFî< Ô HDí9¬:Cr>AðDÙ

: Ý,ä[àrë<;�� ?
	�?g8ÛÕ[<�ÓA>FÖG×·@FØ;CD×,<±Õ
CmðøH ï ×�HJí>A@F<
EGCD× ��9HD9]ÓF>AÖ¾ü]ÖGCrE&Ö¾@FHDÕ[<,ÓF>AÖô<j@,ò²9;<,ü]÷
<,>FÓFî<?Eô<j@F@¨ÓAî<,>A<
Cr>A<�	]íÖôÓF<
õJ<,9<?>ACDEôE¾ð'Õ
Cr9Oð¼9HJ9<�ó=Ø;CD9;:=Ö¾9õ�Õ
CDØ;@,Ù�;HD>�<,ó=CDÕ[ØEô<Jò
õDÖ¾üD<,9�C�×�í>AüD<

α : R → Y
Ø;CD>ACDÕÀ<,ÓF>AÖ��?<?: Ô ðøCr>)×�E¾<,9õDÓFî²ò�C ��í;@I<?Õ
Cr99 ï í9;×+ÓAÖôHJ9

bγ
ò;CD9;:�C
×�HD9¬@TÓ)Cr9]Ó

C
òÓFî<?9�ÓAî<�Õ
CrØ

z 7→ α(bγ(z) + C)
Ö¾@�CÀ9HJ9<�ó=Ø;CD9;:=Ö¾9õÀÕ[CDØ

Y → Y
Ù

, ëFÜ�.M/ôÝ,ä�� ?�0? ñ Ó&ÖG@�9HrÓ��O9HVý69[ÓFH�ÓFî<¡Crí=ÓAîHD>&ý6î;CVÓ¢×,CD9 Ô <¨@FCDÖ¾:±Öô9±õJ<,9<?>ACDE%åç<DÙIõ¬Ùï HD> ö í;×�E¾ÖG:=<?CD9�@FØ;CD×,<?@gCr9;:
A = 0

ìºC Ô HJí=ÓgÓAî<ÀEôÖ¾Õ[ÖwÓ�@I<,Ó¨H ï ÓFî;<½HJ> Ô ÖôÓ�CVÓ¡Öô9 
¬9ÖwÓTð
∂Y

å|HDÓFî<?>�ÓAî;Cr9 ÓFî;CrÓ[ÖôÓ[î;CD@½ÓFHøEôÖ¾<�Öô9 ÓFî<HF Öô9]ÓF<?>A@F<?×�ÓFÖ¾HD9�fH ï ÓFî<�:=ÖG@TÓAÖô9;õDíÖG@Iî;<?:
îHD>AH Ô CDEôEG@¢Cr9;: ∂Y ì+Ù

� 7 Ï��RËÑ 4��IÑFÐN�%ËÑ�� ����Ì 5sÍ6ÎºÑIÐ�� <!�²ÍsÌ�	
Ò <�Ó

(X,µ) Ô <�C�ÕÀ<jCD@Fí>A<±@IØ;CJ×�<�ý6ÖwÓAî µ(X) = 1
Cr9¬: Eô<,Ó

L : X → X Ô <�CD9<,>AõDH=:=ÖG×�Cr9;:±ÕÀ<jCD@Fí>A<6Ø>F<j@I<?>FüOÖ¾9õ�ÓA>ACD9;@ ï HJ>FÕ
CrÓFÖ¾HD9²Ù Ò <�Ó
w : X → End(Y, d) Ô <gCÕÀ<jCD@Fí>)C Ô E¾<�Õ
CrØ�Ó)C �OÖô9;õ·üVCrE¾í<?@ºÖô9¼ÓFî<[@I<?Õ[ÖôõJ>FHJíØ End(Y, d) H ï 9HJ9<�ó=Ø;CD9;:=Ö¾9õÕ[CDØ;@�å|<JÙIõ¬ÙÖ¾@FHDÕ[<,ÓF>AÖô<j@Aì$H ï

Y.
8g@F@FíÕ[<¡ÓFî¬CVÓ

∫

X

d(y, w(x)y)dµ(x) <∞ ,

Cr9;:�Eô<,Ó�å|9HDÓF<¡ÓAî<�HD>):=<,>+ì
u(n, x) = w(x)w(Lx) · · · w(Ln−1x) .

ù¢î< ï HDE¾EôHVý6Ö¾9õ¡Õ�í;EwÓAÖôØE¾ÖG×,CVÓAÖôüJ<¢<,>AõDH=:=ÖG×$ÓAî<,HJ>F<?Õ ×?Cr9 Ô <6Ø>AHVüD<j:�í¬@IÖ¾9õ Ò <?ÕÀÕ
C �;Ù��Cr9;:�@IHJÕ[<¨õJ<,HJÕÀ<,ÓF>AÖ¾×¡CD>FõJíÕ[<,9]ÓA@��
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� � � ���)�!��� �� �
%��� ��� � � �=� � ��� è)è+&=ä
Ý&ê1(;àVê

(Y, d)
âGè&à��½àDáJàVä
àVëFágè�ß;àDé)Ý�? *N(Ý,Ú

,�ÜVëÀà0/`ä
Ümè+êºÝ7(VÝ,ë -
x
ê (Ý,ëFÝ[ÝFÞJâGè+ê

A ≥ 0
àVÚ�á�à½ã]Ý)Ü?áJÝ+è+âçé[ëFà
-

γ(·, x) è+êRàVë+ê�â�Ú]ã'àVê yè+&;é+(�ê (àrê
lim
n→∞

1

n
d(γ(An, x), u(n, x)y) = 0.

ÿ�<,>A< ï HDE¾EôHVýÅ@IHJÕ[<¨>A<,Õ
CD>��=@�Cr9;:�×�HJ9;@F<�	]í<,9¬×�<?@�H ï ÓFî;Ö¾@¢ÓAî<,HJ>F<?Õ�Ù
: Ý,ä[àrë<; 	�? =�?g8º@*í;@Fí;CrEO9HDÓFîÖ¾9õ¡:=<,Ø©<,9;:;@fHD9�ÓAî<�Ø¬HJÖô9]Ó

y. ñ ï A > 0,
ÓFî;<,9½ÓFî<

γx
� @

Cr>A<
í9Ö$	Jí;<·Cr9;:øÓAî<±HD> Ô ÖôÓ u(n, x)y ×�HD9OüJ<,>AõD<?@gÓAH�ÓFîÖG@�Ø©HDÖ¾9]Ó�HD9æÓAî< Ô HDí9;:;Cr>AðCVÓ�Ö¾9 
;9ÖôÓTð ï HJ>�CÙF<DÙ
x
Ù � HrÓA<[ÓFî;CrÓ�ÓFî<·HD>):=<,>�Ö¾9 ý6îÖG×)îæÓFî<±Ö¾9;×,>F<?ÕÀ<?9]ÓA@

w(Lkx)Cr>A<ÀÕ½íEôÓFÖ¾ØEôÖ¾<?:�ÖG@�×�>Aí;×,Ö¾CDE ï HJ>�ÓFî;<±×�HD9OüJ<,>AõD<,9¬×�<�Ö¾9 :=Ö¾>F<j×+ÓFÖ¾HD9�Ù²ù¢îÖ¾@�HD>):=<,>¡Õ
C �J<?@
{u(n, x)y}n≥0

EôHOH �±EôÖ��D<�C½ÓF>)C��T<j×+ÓAHD>Að
H ï C[>)Cr9¬:=HDÕ ý¢CrE���Ù
: Ý,ä[àrë<; 	�?/-�? ñ 9¡@FHDÕ[<Xý¢Cmð=@�ù¢î<,HJ>F<?Õ 8=Ù��fÖ¾@ Ô <j@TÓ�Ø©HJ@A@FÖ Ô E¾<DÙ ñ 9;:=<,<j:�ò,ý6î;<,9 (Y, d) =
(R, | · |) Cr9¬: w(x)

Cr>A<½ÓA>ACD9;@FE¾CrÓFÖ¾HD9;@?ò�ÓFî<±@IÓACrÓF<?ÕÀ<?9]Ó�×�HDÖ¾9;×,Ö¾:=<j@�ý6ÖôÓFîæÓFî;<
Ø¬HJÖô9]ÓI÷
ý6Ö¾@F<�<?>FõJHO:Ö¾×¡ÓAî<,HJ>F<?Õ´H ï ��Öô> �OîH �fÙ �;í>IÓAî<,>AÕ[HD>A<Dò ï HD>g@FÖ¾ÕÀØ;Eô<½>ACD9;:=HDÕ ý¢CrE��O@ºHD9
Zk

ÓAî<,>A<½ÖG@¡9H�×�HJ9]üJ<,>AõD<?9;×�<�Ö¾9æ:=Öô>A<?×�ÓFÖ¾HD9Äå|î<?>F<
A = 0)

Ù 4=<,<
CrEG@IH �6<,Õ
CD>����Ù �¬Ù
Öô9 � B�C � C ��� �s×�HJ9;×�<?>F9Ö¾9õ F Ô Öô÷§Öô9 
¬9ÖwÓA<���HD> Ô ÖôÓA@?Ù�8º@ ï Cr>¡CD@ºÓFî<�	]í<?@IÓFÖ¾HD9øH ï >A<,EGCVóO÷Öô9õ�ÓFî<º×,HD9;:ÖwÓAÖôHJ9;@XHD9

(Y, d)
ÖG@s×,HD9;×,<,>A9<?:�òDý&<�î¬CmüD<�ÓFî< ï HDE¾EôHVý6Ö¾9õ�>A<?@IÓF>AÖ¾×�ÓFÖ¾HD9 �rÖ¾9

� BgH � 6�� ��ò,BgHDî;E Ô <,>Aõ6Cr9;: � <?ðOÕ[CD9�×�HD9¬@TÓA>Fí;×�ÓF<j:¨C¢9;HD9<,óOØ¬Cr9;:=Ö¾9õ¢Õ
CrØ φ : Y → Yý6î<,9<?üD<?>
Y
ÖG@*C �¢Cr9;CJ×)î½@FØ;CD×,<$ý6îH]@I<¢:=í;CDE=î;CD@*9HDÓ �;>	�j×)î<�ÓX:=Ö��©<?>F<?9]ÓFÖGC Ô E¾<¢9HD>AÕåç@FHÀí;9Ö ï HJ>FÕ ×�HJ9]üJ<�ó=ÖôÓTð
H ï

Y
ï CDÖôEG@Aì�ò;@Fí;×)î·ÓAî;CVÓ

1

n
φn(0)

:=HO<?@¢9HDÓº×�HD9OüJ<,>AõD<ºÖ¾9�9HD>AÕ�Ù
Ò <�Ó

f Ô <½C ï í9;×+ÓAÖôHJ9¼Ö¾9 L2(Ω)
Ù J$ÖwÓFÓ?ò�üDHJ9 � <,íÕ
CD99 �
ºE¾CDÕ�ò©CD9;:'B�C �Oí=Ó)Cr9Ö�ò

@I<?<�� B �78�D ��ò¬×�HD9¬@IÖG:=<,>A<?:

1

n

n−1∑

k=0

f(TLk−1xTLk−2x · · · Txω) ,

ý6î<,>A<�ÓAî<
T
� @gCD>F<[@IHJÕ[<½×�HJEôE¾<?×�ÓFÖ¾HD9øH ï Õ[<jCD@Fí>F<½Ø>A<?@F<,>Aü]Ö¾9õ·ÓF>)Cr9;@ ï HD>AÕ
CVÓFÖ¾HD9¬@�H ï

Ω
Öô9¬:=<�ó=<?: Ô ð X Ùù¢îÖG@6CmüD<?>ACDõD<g<�	]í;CrEG@ 1

nu(n, x)f
ò× ï Ù� 	 Ö���8 ��ò=Ö ï ý�<�E¾<�Ó

(w(x)g)(ω) = f(ω) + g(Txω) ,

ý6îÖ¾×)î�Cr>A<¡9HD9;<�ó=Ø;Cr9¬:=Öô9;õ½Õ
CrØ¬@ Ô ð�BºHOHJØÕ
Cr9� @&×,E¾CJ@F@FÖG×,CrE�H Ô @I<?>FüVCrÓFÖ¾HD9²Ù 	�<�î;CmüD<Öô9 ÓAîÖG@�ý¢CmðDò Ô ðæCrØ;ØEôðOÖ¾9õ�ù¢î<?HD>A<,Õ 8=Ù��Dò�ÓFî< ï HDE¾EôHVý6Ö¾9õ¼>)Cr9;:HDÕ ÕÀ<jCr9 <?>FõJHO:Ö¾×
ÓFî<?HD>A<,Õ �
� ���)���� ������� ��� 
%���������������� " Ý�ê

Y
.)Ý
à���â1/�.)Ý,ë+ê � ÜrëÀà &=Ú¬â ,�ÜVë+ä�/.-�é)ÜVÚ�(mÝAÞ %gà��Ú©àDé+(9*�è¹ß;àDé)Ý9? " Ý�ê

w
.AÝ�à¼è+ê¹ëFÜrÚ]ã�/.-¼ä
Ý)àmè &=ëFà�.M/ôÝ�ä
àAß áDÝ�,sÚ�ÝAá�ÜVÚ

X
àrÚ©á�ê§à9;Vâ�ÚOã

(mà0/ &;Ý+è±â�Ú ê (Ý>%gàVÚ©àJé (þè�ß;àDé)Ý'Ü , .AÜ0&=Ú©áJÝAá /`â�Ú�ÝAàrë�Ü)ßÝ,ëFàVêRÜVë)è�Ü ,
Y
?�� &jßJßÜVè�Ý�ê (àrê



l,kji �$UOxDLAPTa���N,PTv`aRaRWjU

||w(x)|| ≤ 1
,�Ürë½Ý7(VÝ,ë -

x ∈ X ?�*N(Ý,Ú�,�Ürë½àVÚ�- v ∈ Y àrÚ©á�à�/`ä
Ümè+ê�Ý7(VÝ,ë -
x + ê (Ý,ëFÝâGè

v̄(x) ∈ Y è+&;é+(�ê (àrê

lim
n→∞

1

n

n−1∑

k=0

w(x)w(Lx) · · · w(Lk−1x)v = v̄(x)

è)ê�ëFÜrÚ]ã�/.-
â�Ú
Y
?

�6<?×?CrE¾EÓFî¬CVÓ�C½@I<9	]í<,9;×,<�H ï
N ×N Õ
CVÓF>AÖG×�<?@

An
ÖG@ " -DàAßN&=Ú©Ü)(�ëFÝ§ã0& /ôàrëXÖ ï ÓAî<,>A<

<�ó=Ö¾@IÓ�C 
;EôÓF>)CVÓAÖôHJ9�H ï @Ií Ô @IØ;CJ×�<j@ 0 = V0 ⊂ V1 ⊂ ... ⊂ Vs = RN
CD9;:�9OíÕ Ô <,>)@

λ1 < ... < λs
@Fí;×)î�ÓFî;CrÓ ï HD>�Cr9Oð

v ∈ Vi \ Vi−1,

lim
n→∞

1

n
log ||Anv|| = λi ,

Cr9;:
lim
n→∞

1

n
log | detAn| =

s∑

i=1

λi(dim Vi − dimVi−1) .

ñ Ó&ÖG@&C�@IÓACD9;:CD>A: ï CJ×+Ó$ÓAî;CVÓ GLN(R)
CJ×+Ó)@ Ô ð½ÖG@FHDÕ[<�ÓA>FÖ¾<?@$HD9[ÓFî;<g@Fð]Õ[Õ[<�ÓA>FÖG×º@FØ;CJ×�<

GLN (R)/ON (R)
ý6î;Ö¾×)î
ÖG@sC�ÿºCJ:CrÕ
CD>A:[@FØ;CD×,< �mÓFî;<º@FCDÕ[<�×�HD9¬@TÓA>Fí;×�ÓFÖ¾HD9[ý�HD> �O@fÖ¾9

Öô9 
¬9ÖwÓA<º:=Ö¾Õ[<,9;@FÖôHJ9;@XØ>AHVüOÖ¾:<?:½ÓFî;CrÓXÓFî<?>F<ºÖ¾@sC 
¬9ÖwÓA<6ÓF>)CD×,<DòVÓAî<,>A< ï HJ>F<¢ý�<6î;CmüD<¢ÓAî<
ï HDE¾EôHVý6Ö¾9õ�×,HD>AHDE¾E¾CD>Fð�å ï HD>¢:=<,ÓACrÖ¾EG@�@F<,< � B�C � C���� �²Cr9¬:±×�HJÕÀØ¬Cr>A<ºCrEG@IH�ý6ÖwÓAî � B 6�����ì�Ù
� ���)���� ������� � � 
 ��� � �  &�(���� ��� ( 1������5" Ý�ê

u(n, x)
.AÝ'àrÚ â�Ú;êRÝ�ãDëFà�. /ôÝ�éAÜjé -Dé /ôÝ

ê§à9;Vâ�ÚOã'(Và�/ &;Ý+è�â�Ú
expA,

&�(;Ý�ëAÝ
A
âGè�ê (Ý[à0/ ãJÝ9.,ëFà�Ü , ��â1/�.)Ý�ë+ê�� ��é (=ä½âçárê�ÜAß;Ý�ëFàrê§Ürë)èM?

� ��Ú·áVâ�ä
Ý�Ú;è+âçÜVÚ N <∞ + expA
é)ÜrÚè+âGè+êçè6Ü ,�à�/1/;â�Ú/(VÝ�ë+ê�âE. /¾Ý

N×N ä
àVê�ë+âçéAÝ�è *�?�*N(;Ý�Ú
,�ÜVë½à0/`ä[ÜVè+ê¢Ý (mÝ,ë -

x
ê (Ý,ëFÝ�âGè�à¨ß;Ümè+â�ê¹â6(VÝ½è -Vä½ä
Ý,ê¹ë+âçéÀÜAß;Ý�ëAàVêRÜVë

Λ(x)
è &;é (�ê (àrê

1

n

(∑

i

(log µi(n))2

)1/2

→ 0 ,

&�(Ý,ëFÝ
µi(n)

áDÝ,Ú©Ürê§Ý�è¼ê (Ý�Ý�âwã]Ý�Ú�(mà0/ &;Ý�è�Ü ,'ê (Ý±ß;Ümè+â�ê�â6(mÝøè -VäÀä[Ý,ê¹ë+âçé±ß;àVë+ê
Ü ,�ê1(;Ý
ÜAß;Ý�ëFàrê§Ürë

Λ(x)−nu(n, x).
��ÚÀßàrë+ê¹âçéM& /ôàrë � Ürë¡â�Ú ,sÚ;â�êRÝ�árâ�ä[Ý,Úè+âçÜrÚè + Ý4$ &=â6(Và�/ôÝ,Ú;ê /.-+* +

u(n, x)−1
âGè " -Dà)ß &=Ú©Ü
(�ëFÝ§ã0& /¾àVë � &Xâ�ê (
ê (Ý V � è�.)Ý,â�Ú]ãÀê (Ý¡Ý,âwãJÝ,Úè�ß;àDé)Ý+è¡àVÚ©á�ê (Ý λ � è.AÝ,â�Ú]ã·ê (Ý�Ú©Ý§ãJàrê¹â6(VÝÀÜ ,�ê (Ý /ôÜAãJàrë+â�ê1(=ä Ü ,¡ê1(;Ý½Ý,âwã]Ý�Ú�(mà0/ &;Ý+è½Ü ,

Λ(x)
*0?

ñ 9�üOÖô<?ý H ï B�CrÖ¾Õ
Cr9HVüOÖG×)î� @�>ACmð�CDØØ>AHmóOÖ¾Õ
CVÓAÖôHJ9�×�>AÖwÓA<,>AÖôHJ9-� B�6�89��òmý�<6CrEG@IHgî;CmüD<ÓFî< ï HDE¾EôHVý6Ö¾9õÀCrØØE¾ÖG×,CVÓAÖôHJ9±ÓAH�ÓFî;<¡@Fí Ô �T<j×+Ó¢H ï >)Cr9¬:=HDÕ ý¢CrE��O@?ò Ô HJí9;:=<j:±î;CD>FÕ[HD9;Ö¾×ï í9;×+ÓAÖôHJ9;@¢HD9�õD>AHDíØ¬@,ò]Cr9;:7JfHDÖG@F@FHD9 Ô HDí;9;:Cr>AÖ¾<?@?Ù 	�<¡>F< ï <,>&ÓFH>�í>)@IÓF<,9 Ô <,>Aõ � � � � �ï HD> ï HDí9¬:CVÓAÖôHJ9;@$H ï ÓAîÖ¾@¢@Fí Ô �T<j×+Ó?ò]ÓAH �¢CrE¾E¾Õ[CD99  Ò <?:>ACDØØÖ¾<,>!� � Ò � ��� ï HJ>�×,HDÕ[Ø;Cr>F÷Ö¾@FHD9;@¢ý6ÖôÓFî�HJí>6>F<j@Ií;EwÓjòCr9;:·ÓFH±B�CDÖôÕ
Cr9;HVü]ÖG×)î � B D�D � ï HD> ï í;>IÓAî<,>�Ö¾9 ï HJ>FÕ
CVÓAÖôHJ9²Ù
� ���)���� ������� �/&$
%��� ��� ��� �=����� " Ý,ê

Γ
.)ÝÀà�é)Ü�&=Ú¬ê§à�. /¾Ý¨ãDëFÜ0&jßþàJé�ê�â�Ú]ã . -±âGè,ÜVä
Ý �

ê¹ë+âçÝ�èºÜVÚ�à ��àJáDàVä
àVëAá�è�ß;àDé)Ý
(Y, d)

àVÚ�á5/ôÝ,ê
ν
.AÝ¨à�ß�ëFÜ�.)à�.�â1/`â�ê�-�ä
Ý)àmè &=ëFÝ¨ÜVÚ

Γ
&Xâ�ê1(

,sÚ;â�êRÝ ,$ë)è+ê$ä
ÜVä
Ý�Ú¬ê ? ) âwÞ�à¨ß;ÜVâ�Ú¬ê
y
àVÚ�á·àmè)è &=ä
Ý�ê (àrê ,�Ürë¡è�Ürä[Ý

C > 0 +
card{g ∈ Γ : d(y, gy) ≤ N} ≤ eCN
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,�ÜVë·à�/1/

N ≥ 1
? *N(Ý,Ú ê (Ý , ÜVâGè)è,ÜVÚ .)Ü0&=Ú©áDàrë -¼Ü ,

(Γ, ν)
âGè
Ý,â�ê (Ý,ë
ê¹ë+â6(jâçà�/&Ürë[âGè�Ü �
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