Lektion 15, Flervariabelanalys den 17 februari 2000

15.5.4 Bestam arean av den del av sfiren =2 + y® + 2?2 = 4a”? som ligger innanfor
cylindern z? + 3% = 2ay.

Vi skriver om cylinderns ekvation i standardform

2?24+ 9y% —2ay =0 & 22+ (y — a)* = d®.

Cylindern &r alltsa cirkuldr med mittpunkt i (z,y) = (0,a) och radie a. Sfiren
22 4+ y? + 22 = 4a? har mittpunkt i origo och radie 2a. Den del av sfiren som &r
innanfor cylindern bestar av tva ytstycken.
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Den 6vre ytan dr funktionsytan

z:f(m‘,y)z

over omradet D : 2% + (y — a)? < a?. P.g.a. symmetrin ér arean av det undre
ytstycket lika med det Gvre ytstyckets area.
Eftersom sfiaren ar O-nivaytan till funktionen

4a2 — 22 — 12

fla,y,2) =2 +y* + 2% — 4a?

ges areaelementet av

_ |2z, 2y,22))| _Vartyr+ 2P
ds = 5‘f/5‘ dzx dy 5, drdy = . dx dy
2a
={z=+4a% — 22 —y? }——2 dedy.

—r Yy

Omradet D #r en cirkeldisk och areaelementet innehaller bara z och y i kombi-
nationen z? + 42 s& vi infér poldra koordinater,

T =rcosb,

y =rsinf.

Disken D beskrivs da som

\
7

0<o6<m,
0 <r <2asiné.

a? = a® +r? — 2arcos(§ —

0)
Areaelementet blir
2a 2ar

dsS = rdrdf = ———drdf.
\/4a2 — 120820 — r2 sin?0 Vda? — 1?2

Arean av de tva ytstyckena &r

™ 2asin 0
2ar
’ dS:2/ d&/ ———dr = {t =4a” — 1% dt = ~2rdr
// iz =1 }
" 4a? ﬂ'
g N =8 — alcos ) df
a/ /4a2cos29 NG o [\/5]4,1200329 a/o (a al cos |)

o [T 2 ]2 2 2
= 16a / (1 —cosf)df = 16a [9—81119}0 = 8a“m — 16a”.
0



15.5.14 Bestim For att beskriva omradet innanfor ellipsen pa ett enkelt sitt gor vi koordinatbytet

// ydsS T =1 cosb,
s

y=1++2rsinb,

dér S ar den del av konen z = 1/2(x2 4 y?) som ligger under planet z =1+ y. . .,
( v?) 88 P v (omskalade polira koordinater centrerade kring (0, 1)). Omradet ges da av

0<#<2r, 0<r<l,

3 i < .V.S.
En punkt (z,y, z) pa konen ligger under planet om z < 1+ y, d.v.s. om och areaclementet sr

z=22+y2) <1+ o 2(z% + %) < (14 9)? 8z 9z 9 —rsinf
( y?) Y ( y7) < ( Y) dS:\/gdmdy: g; gz drd9:\/§ COS. T sin v db
s 2?4ty <l e 2uli(y—1)?2<2 L5 V2sin6  2rcosd
o " +<y—1) <1 =\/§(\/§7‘cos 0+ V2 rsin%0 )drd@—\/érdrdﬁ.
7 <1.

Ytintegralen blir

Punkterna pa S &r alltsa de punkter med z- och y-koordinat innanfor ellipsen E : o 1
x+(f) <1. //de:/ de/(1+\/§rsin9)\/6‘rdr

—\/_/ do %7‘2——7" cos@ \/_/ (3 + cos@)d@—\/—w
Yy

( o 15.5.15 Bestdm

E // rzdS
s

déar S dr den del av ytan z = z? som ligger i férsta oktanten och innanfér paraboloi-

\
7

Areaeclementet i ytintegralen #r den z =1 — 3z% — 32,
0z 0z\2 i ) .
as =4/1+ ( ('h) + <8_> dz dy "Innanfér paraboloiden” betyder i detta fall “under paraboloiden”. Ytan z = 22
y ska alltsa begrinsas till omradet som uppfyller olikheterna

4x 2 4y 2 2 2

= 1+< )+< ) dx dy z2<1-=3z" -y,
\/ 2:/2(22 + y2) 2y/2(2? + y?) 23>0,
4x2% + 492 y >0,

=4/14+ dxdy = V'3 dx dy.

2(z2 + y?) z > 0.



Eftersom vi pa ytan har att z = 22 ger dessa olikheter att

$2§1—3x2—y2,

x>0, (i)2+y2§1,
y >0, & 1/2
Z'ng, IayZO

Projicerar vi alltsa ner S pa z,y-planet far vi en kvartsellips £ med mittpunkt i
origo och halvaxlar % och 1.

\
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Ytan S bestar darmed av de punkter pa funktionsytan z = x* med z- och y-

koordinater innanfér omradet E.
Omradet E kan vi i kartesiska koordinater beskriva som

0<y<+1-—4a2

1
OS£S§7

Areaelementet dr
ds = \/1 + (g—;f + (2—5)2 dz dy

=4/14 (22)2 4+ 0% dody = /1 + 422 dz dy.

Ytintegralen blir

1/2 V1—4z?
// a:zdxdy://x-xQdSZ/ a:3dm V1+4x2? dy
S S 0
1/2 1/2
:/ 231+ 422 /1 — 422 do = 23v/1 — 1624 dz
0
{t=1-16z" dt:764x3dx}:6i4/ Vit dt
0
= [ t\/] =53~ o

15.6.2 Bestam flodet av vektorfiltet
F(z,y,z) =ze,+yey+ze.

ut ur sfaren 2 + y? + 2% = a*.

Sfaren &r O-nivaytan till funktionen

flay,2) =2 +y° + 2% — a?,

och har det vektoriella ytelementet

2 n (2x,2y,22)

dS:i@f/@z_ 2z

1
dedy = +—(z,y,2) dz dy.
z

I den 6vre halvan av sfaren véljer vi +:tecknet eftersom vi soker flodet ut ur
sfiren och +1(z,y, ) pekar da ut ur sfiren.

z

/

Z_/<

Y
I den undre halvan maste vi vélja —:tecknet.
Flodesintegralen blir
#F dSs = // (z,y,2 (x y,z)dz dy
ovre
-1
@,y,2) - —(x,y,2) dvdy
undre

:// Mdd_// Ay
ovre undre z
// —dxdy // —dxdy.
ovre undre ?

Den 6vre och undre halvan av S ges av

=+a2— 22 —y2, dir 2% +y? < d?,



respektive

= —v/a? —x2 —y2, dir 22 + 9% < d’.

Flodesintegralen blir alltsa

a’dxd
# F-dSs = 2// L - { poldra koordinater }
2+y2<a2 a2 — 2 — y2
2
=2 dH/ 7rdr= t=a®—7r? dt=—2rdr
/0 o Va*—r? { J

27 a? di
=a? / do / —
0 0 \/E

=a? 27 2a = 47a’.

15.6.4 Bestam flodet av vektorfaltet
F(l‘,y72’) = yeI +Z€z
ut ut randytan till konen 0 < z <1 — /x2 + y2.

Randytan till konen bestar dels av mantelytan z = 1 — /22 + 92 > 0, dels av
undersidan z = 0.

Det vektoriella ytelementet pa de tva ytorna ges av

0z 0z —x —y
ds = i(a "oy’ 1)dxdy:i(\/$2+y2,\/x2+y2

0z 0z
- 1
9r’ Oy’ ) dx dy = +(0,0, —1) dx dy,

, —1) dx dy,

s = i(

dér vi i forsta formeln véljer —:tecknet och i andra formeln véljer +:tecknet, sa
att dS pekar ut fran konen.
Flodet blir

1 1
FdS:// yvoaz' ) )
# mantel( ) (\/x2+y2 \/.132+y2
+// (y,O,z)(0,0,—l)dwdy
under
ry
= — 4z dzder// —zdx dy
//mantel(\/$2+y2 ) under
ry
= ——— +1—22+y?)dxd Jr// Odxd
//a:2+y2<1< /22 | 2 y) Y Y

under
= { poliira koordinater }

27
/ d9/ r 2 cosfsiné 177")rd7"

1
:/ d@[ r c05051n9+ 2—%7"3]
0 0

1) dz dy

27
:/0 (% cos fsin 6 + %) df = %w.



15.6.6 Bestiam flodet av
F=ze,+ze,+e.

upp genom den del av ytan z = z? — y? innanfor cylindern z2 4+ % = a2

Punkter innanfér cylindern har z- och y-koordinater som uppfyller z2 + 3% < a2.
Eftersom z = x2 — 42 &r en funktionsyta &r

0z 0z

s = i(a 5y

1) dxdy = :I:(Zx, —2y, —1) dx dy

som pekar uppat om vi véljer —:tecknet (z-koordinat positiv). Flodet genom ytan

) ] F7as= [] @an

= // (—22° + 22y + 1) de dy = { polira koordinater }
224y2<a?

—2x,2y,1) dx dy

27 a

= / d9/ (=272 cos?0 + 2r% cos Osin 6 + 1) r dr
27

:/ dQ{ 57 00529+1r cos@sm&—f— ]
0 0
27

= /0 (—%a4 cos?6 + %a‘l cos 6sin 6 + %az) df

:/QW(—%a4—4a c0829+ )d9
0

{integral av cos och sin 6ver en hel period =0}

= —%a‘l -2 + %az S2m = 7ra2(1 — éaz)

15.6.8 Bestiam flodet av

2
F=ze.

2

upp genom den del av sfiren z2 4+ 3% + 22 = a® som ligger i forsta oktanten.

I forsta oktanten x,y,z > 0 &r sfiren en funktionsyta z = /a2 — 22 — y2 &ver
kvartsdisken D : 2% +y% < a?, z,y > 0.

z
T Y
Det vektoriella ytelementet ar
0z 0z —x —y
as = +(52, 55, 1) dudy = +( , ~1) dzd
dx’ By vy Va2 =22 — 2 a2 — a2 — 2 ray

och véljer vi —:tecknet pekar dS uppat. Flodet blir

//F s = // 0,0,2%) < 7 Y
\/anxQ y2 \/ana:Q
:// szxdy:// (a® — 2% —y*) dx dy
S z24y2<a?

= { polédra koordinater } = / dH/ (a®> =7 rdr
0 0

/2 a /2 4
:/ a0 [ 0% — 1] :/ (La* — ta%)do = ™.
0 0 8

2,1) dx dy



15.6.10 Bestam flodet av
F=2re; +ye,+ze;
upp genom ytan

r=7r(u,v)=v’ve, + w’e, +v’e, (0 <u,v<1).

Eftersom ytan dr parametriserad ges ytelementet av

_,dr _dr _ 9 9 9
dS—idu X 7 dudv = +(2uv, v, 0) x (u*, 2uv, 3v°) du dv

e: e, e,

=4 |2uv V2 0 | dudv = (3v*, —6uv®, 3uv?) du dv,

uw?  2uv  30?

dér vi viljer +:tecknet sa att d.S pekar uppat. Flodet ar

//SF~dS://S(2x,y,z)~dS

= // (2u?v, uv?, v3) - (3v*, —6uv®, 3uv?) du dv
s

// (6u?v® — 6u?v® + 3u?0°) du dv
s

1 1
:3/ u2du/ vdv=3-%-i=1
0 0

15.6.12 Bestam flodet av
F=yze, —xze, + (°+y°)e.
upp genom ytan
r =r(u,v) =e“cosve, +e“sinvey, +ue.

dir0<u<loch0<wv<m.

Ytelementet ges av

dr dr Ca € €z
dS =+ — X — dudv==| e*cosv e"sinv 1 |dudv
du dv

—e%sinv e“cosv 0
= +(—e" cosv, —e"sinv, e**) du dv.

Med +:tecken pekar dS uppat. Flodet ar

//F~dS://(yz,—xz,x2+y2)~d5

= //(ue“ sinv, —ue" cos v, e**) - (—e* cos v, —e" sin v, €2*) du dv

1 iy
://(O+e4“)dudv:/0 e4udu/0 dv=1(e* — D)m.
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