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Slump: singla slant!

krona / klave ~—  slumpa och gor statistik!

En slant:

Mojliga utfall:  krona | klave
Sannolikhet: : :

Tva slantar:

Mojliga utfall:
slant 1:
slant 2:

Sannolikhet:

Indentiska partiklar Douglas Lundholm



Slump: singla slant!

krona / klave ~—  slumpa och gor statistik!

En slant:

Mojliga utfall:  krona | klave

. ) 1 1
Sannolikhet: 5 5
Tva slantar:
Mojliga utfall:
slant 1: krona
slant 2: krona
Sannolikhet:
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Slump: singla slant!

krona / klave ~—  slumpa och gor statistik!
En slant:

Mojliga utfall:  krona | klave

. ) 1 1
Sannolikhet: 5 5
Tva slantar:
Mojliga utfall:
slant 1: krona | klave | krona | klave
slant 2: krona | krona | klave | klave
. ) 1 1 1 1
Sannollkhet. 1 1 1 1

Slantarna mé vara ganska lika, men sarskiljbara!
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Slump: singla slant!

krona / klave ~—  slumpa och gor statistik!
En slant:

Mojliga utfall:  krona | klave

. ) 1 1
Sannolikhet: 5 5
Tva slantar:
Mojliga utfall:
slant 1: krona | klave | krona | klave
slant 2: krona | krona | klave | klave
. ) 1 1 1 1
Sannollkhet. 1 1 1 1

Slantarna mé vara ganska lika, men sarskiljbara!
Kolla riktigt noga!

Indentiska partiklar Douglas Lundholm 2/17



Slump: singla slant!

Om vi inte tittar s3 noga pa slantarna da?
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Slump: singla slant!

Om vi inte tittar sd noga pa slantarna da? Fortfarande samma...

Tva LOGISKT IDENTISKA slantar:

Mojliga utfall:
ena slanten: krona | klave | krona | klave
andra slanten: krona | krona | klave | klave
Sannolikhet:
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Slump: singla slant!

Om vi inte tittar sd noga pa slantarna da? Fortfarande samma...

Tva LOGISKT IDENTISKA slantar:

Mojliga utfall:
ena slanten: krona | klave | krona | klave
andra slanten: krona | krona | klave | klave
Sannolikhet: 1 i 1 1

3 3 3 3
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Slump: singla slant!

Om vi inte tittar sd noga pa slantarna da? Fortfarande samma...

Tva LOGISKT IDENTISKA slantar:

Mojliga utfall:
ena slanten: krona klave krona klave
andra slanten: krona ( krona ) ( klave ) klave
Sannolikhet: 3 !

3

Wl
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Slump: singla slant!

Om vi inte tittar sd noga pa slantarna da? Fortfarande samma...

Tva LOGISKT IDENTISKA slantar:

Mojliga utfall:
ena slanten: krona | krona | klave
andra slanten: krona | klave | klave
Sannolikhet: 3 3 :

Vi ser inte detta i experimentet — men vi borde ha sett det om de
faktiskt var helt identiska!
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Omojligt att fa till med vanliga slantar i rumstemperatur...
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Slump: singla slant!

Om vi inte tittar sd noga pa slantarna da? Fortfarande samma...

Tva LOGISKT IDENTISKA slantar:

Mojliga utfall:
ena slanten: krona | krona | klave
andra slanten: krona | klave | klave
Sannolikhet: 1 i 1

3 3 3

Vi ser inte detta i experimentet — men vi borde ha sett det om de
faktiskt var helt identiska!
Omojligt att fa till med vanliga slantar i rumstemperatur...

Men:
| den kvantmekaniska varlden kan faktiskt partiklar bete sig sa!
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Kvantmekaniska “slantar”

Kvantmekaniska partiklar kan dessutom vara flera saker samtidigt,
i sannolikhetsfordelning  (ex. Schrodingers katt...)
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Kvantmekaniska “slantar”

Kvantmekaniska partiklar kan dessutom vara flera saker samtidigt,
i sannolikhetsfordelning  (ex. Schrodingers katt...)

Tva sarskiljbara partiklar i tillstdnden 0 eller 1 (krona / klave):

Tillstdnd: Sannolikhetsfordeling:

(0,0) 1 1 3
(0,1) P i 0 0
(1,0) — :_fl eller 0 eller 0

1 1
(1,1) i 0 3
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Kvantmekaniska “slantar”

Kvantmekaniska partiklar kan dessutom vara flera saker samtidigt,
i sannolikhetsfordelning  (ex. Schrodingers katt...)

Tva sarskiljbara partiklar i tillstdnden 0 eller 1 (krona / klave):

Tillstdnd: Sannolikhetsfordeling:

(0,0) 1 1 3
(0,1) P i 0 0
(1,0) — :_fl eller 0 eller 0

1 1
(1,1) i 0 3

(okant) (sdkert) )
Rummet av tillstand / konfigurationsrummet:
X = {(070)7 (0,1), (1,0), (1, 1)}
Sannolikhetsfordelning: P : X — [0,1] C R
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Kvantmekaniska “slantar”

Tva identiska partiklar i tillstanden O eller 1:
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Kvantmekaniska “slantar”

Tva identiska partiklar i tillstanden O eller 1:

Tillstand: Sannolikhetsfordeling:

(0,0) i 1 :

(0,1) ~ (1,0) £ i eller 0 eller

(1,1) % 0 0
(okant)

Indentiska partiklar Douglas Lundholm



Kvantmekaniska “slantar”

Tva identiska partiklar i tillstanden O eller 1:

Tillstand: Sannolikhetsfordeling:

(0,0) 5 L 2

(0,1) ~ (1,0) £ I eller 0 eller

(1,1) % 0 0
(okant)

Rummet av tillstand / konfigurationsrummet:

X = {(Ov0)7 (Ov 1) ~ (LO)? (15 1)}
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Kvantmekaniska “slantar”

Tva identiska partiklar i tillstanden O eller 1:

Tillstand: Sannolikhetsfordeling:

(0,0) 5 L 2

(0,1) ~ (1,0) £ I eller 0 eller

(1,1) % 0 0
(okant)

Rummet av tillstand / konfigurationsrummet:
X ={(0,0), (0,1) ~ (1,0), (1,1)}
Sannolikhetsfordelning: P : X — [0,1], P(0,1) = P(1,0)
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Kvantmekaniska “slantar”

Tva identiska partiklar i tillstanden O eller 1:

Tillstand: Sannolikhetsfordeling:

(0,0) 5 L 2

(0,1) ~ (1,0) £ I eller 0 eller

(1,1) % 0 0
(okant)

Rummet av tillstand / konfigurationsrummet:
X ={(0,0), (0,1) ~ (1,0), (1,1)}
Sannolikhetsfordelning: P : X — [0,1], P(0,1) = P(1,0)

— Beskrivs egentligen allmant av en s3-kallad vagfunktion:
U:X - C dir P(z) = |¥(x)]?
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Kvantmekaniska partiklar pa en linje

Tva sarskiljbara kvantmekaniska partiklar pa en linje R.
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Kvantmekaniska partiklar pa en linje

Tva sarskiljbara kvantmekaniska partiklar pa en linje R.
Tillstdndsrum: Kontinuum av tillstand for varje partikel:

1 €R och x29€R
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Kvantmekaniska partiklar pa en linje

Tva sarskiljbara kvantmekaniska partiklar pa en linje R.
Tillstdndsrum: Kontinuum av tillstand for varje partikel:

1 €R och x29€R
Sannolikhetstathet:

Xar=RxR 5 [0,1]
(x1,22) — P(x1,22) € [0,1]
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Kvantmekaniska partiklar pa en linje

Tva sarskiljbara kvantmekaniska partiklar pa en linje R.
Tillstdndsrum: Kontinuum av tillstand for varje partikel:

1 €R och x29€R
Sannolikhetstathet:

Xar=RxR 5 [0,1]
(x1,22) — P(x1,22) € [0,1]

Tva identiska kvantmekaniska partiklar pa en linje.
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Kvantmekaniska partiklar pa en linje

Tva sarskiljbara kvantmekaniska partiklar pa en linje R.
Tillstdndsrum: Kontinuum av tillstand for varje partikel:

1 €R och x29€R
Sannolikhetstathet:

Xar=RxR 5 [0,1]
(x1,22) — P(x1,22) € [0,1]

Tva identiska kvantmekaniska partiklar pa en linje.
Identiska: (z1,22) ~ (x2,21), speciellt: P(z1,22) = P(z2,21)
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Kvantmekaniska partiklar pa en linje

Tva sarskiljbara kvantmekaniska partiklar pa en linje R.
Tillstdndsrum: Kontinuum av tillstand for varje partikel:

1 €R och x29€R
Sannolikhetstathet:

Xar=RxR 5 [0,1]
(x1,22) — P(x1,22) € [0,1]

Tva identiska kvantmekaniska partiklar pa en linje.
Identiska: (z1,22) ~ (x2,21), speciellt: P(z1,22) = P(z2,21)
Kan istallet tanka pa 2-punktsmangder: {z1,z2} (glomt ordningen)
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Kvantmekaniska partiklar pa en linje

Tva sarskiljbara kvantmekaniska partiklar pa en linje R.
Tillstdndsrum: Kontinuum av tillstand for varje partikel:

1 €R och x29€R
Sannolikhetstathet:

Xar=RxR 5 [0,1]
(x1,22) — P(x1,22) € [0,1]

Tva identiska kvantmekaniska partiklar pa en linje.

Identiska: (z1,22) ~ (x2,21), speciellt: P(z1,22) = P(z2,21)
Kan istallet tanka pa 2-punktsmangder: {z1,z2} (glomt ordningen)
Knepigt om de ar pd samma stalle! En partikel? Tva?
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Kvantmekaniska partiklar pa en linje

Tva sarskiljbara kvantmekaniska partiklar pa en linje R.
Tillstdndsrum: Kontinuum av tillstand for varje partikel:

1 €R och x29€R
Sannolikhetstathet:

Xar=RxR 5 [0,1]
(x1,22) — P(x1,22) € [0,1]

Tva identiska kvantmekaniska partiklar pa en linje.

Identiska: (z1,22) ~ (x2,21), speciellt: P(z1,22) = P(z2,21)
Kan istallet tanka pa 2-punktsmangder: {z1,z2} (glomt ordningen)
Knepigt om de ar pd samma stalle! En partikel? Tva?

Ta bort det fallet:

Xia = {{z1, 22} : 1 # x2} = {2-punktsdelmangder av R}
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Kvantmekaniska partiklar i rummet

Tva kvantmekaniska partiklar i rummet R3.
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Kvantmekaniska partiklar i rummet

Tva kvantmekaniska partiklar i rummet R3.

Sarskiljbara:
Xar =R3xR3=R6 5 [0,
(Xl,Xg) — P(XI,XQ)
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Kvantmekaniska partiklar i rummet

Tva kvantmekaniska partiklar i rummet R3.

Sarskiljbara:
Xar =R3xR3=R6 5 [0,
(Xl,Xg) — P(XI,XQ)

Identiska: (x1,x2) ~ (x2,X1)
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Kvantmekaniska partiklar i rummet

Tva kvantmekaniska partiklar i rummet R3.

Sarskiljbara:
Xar =R3xR3=R6 5 [0,
(Xl,XQ) — P(XI,XQ)

Identiska: (x1,x2) ~ (x2,%1) =
Xiq = {{x1, %2} : x1 # X2} = {2-punktsdelmangder av R3}

eller
P(Xl,XQ) = P(Xg, Xl)
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|dentiska partiklar i rummet

Det visar sig finnas TVA olika typer av identiska partiklar i
rummet:
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|dentiska partiklar i rummet

Det visar sig finnas TVA olika typer av identiska partiklar i
rummet:
¢ bosoner — ex ljuspartiklar (fotoner) — laser

Indentiska partiklar Douglas Lundholm 8/17



|dentiska partiklar i rummet

Det visar sig finnas TVA olika typer av identiska partiklar i

rummet:
¢ bosoner — ex ljuspartiklar (fotoner) — laser
o fermioner — ex elektroner/protoner — materia

= I Energy Level

A
.y II Energy Level
y—* IIT Energy Level

1—* IV Energy Level
]-_-: Nucleus
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|dentiska partiklar i rummet

Det visar sig finnas TVA olika typer av identiska partiklar i

rummet:
¢ bosoner — ex ljuspartiklar (fotoner) — laser
o fermioner — ex elektroner/protoner — materia

= I Energy Level

A
.y II Energy Level

N N m Energy Level
V \

{ 1—* IV Energy Level
! ]_-: Nucleus

For att forsta detta kravs:
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|dentiska partiklar i rummet

Det visar sig finnas TVA olika typer av identiska partiklar i

rummet:
¢ bosoner — ex ljuspartiklar (fotoner) — laser
o fermioner — ex elektroner/protoner — materia

= I Energy Level

A
.y II Energy Level

A N Energy Level
V' \e 1v Energy Level
]-_-: Nucleus

For att forstd detta kravs:
e ersatta sannolikhetsférdelningen P med vagfunktionen W
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|dentiska partiklar i rummet

Det visar sig finnas TVA olika typer av identiska partiklar i

rummet:
¢ bosoner — ex ljuspartiklar (fotoner) — laser
o fermioner — ex elektroner/protoner — materia

%,y —* I Energy Level

A IV Energy Level
]-_-: Nucleus

For att forsta detta kravs:

e ersatta sannolikhetsférdelningen P med vagfunktionen W
e betrakta rummets TOPOLOGI
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Kontinuerliga utvaxlingar av partiklar

Betrakta forst en kontinuerlig utvaxling av en partikel i rummet.
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Kontinuerliga utvaxlingar av partiklar

Betrakta forst en kontinuerlig utvaxling av en partikel i rummet.
= Loopar i R3.
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Kontinuerliga utvaxlingar av partiklar

Betrakta forst en kontinuerlig utvaxling av en partikel i rummet.
= Loopar i R3.

Betrakta sedan en kontinuerlig utvaxling av tva partiklar i rummet.
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Kontinuerliga utvaxlingar av partiklar

Betrakta forst en kontinuerlig utvaxling av en partikel i rummet.
= Loopar i R3.

Betrakta sedan en kontinuerlig utvaxling av tva partiklar i rummet.

Xaar 2 (x1,x2) = (X],x5) = (x2,%x1) # (x1,X2)
Xia > {x1,x2} — {x|,x5} — {xo,x1}={x1,%x2}

Indentiska partiklar Douglas Lundholm 9/17



Kontinuerliga utvaxlingar av partiklar

Betrakta forst en kontinuerlig utvaxling av en partikel i rummet.
= Loopar i R3.

Betrakta sedan en kontinuerlig utvaxling av tva partiklar i rummet.

Xaar 2 (x1,x2) = (X],x5) = (x2,%x1) # (x1,X2)
Xia > {x1,x2} — {x|,x5} — {xo,x1}={x1,%x2}

= Loopar i Xjq.
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Kontinuerliga utvaxlingar av partiklar

Betrakta forst en kontinuerlig utvaxling av en partikel i rummet.
= Loopar i R3.

Betrakta sedan en kontinuerlig utvaxling av tva partiklar i rummet.
Xear 2 (x1,%2) = (X],%3) = (x2,%1) # (x1,%X2)
Xia 2> {x1,x2} = {x},x5} = {x2,x1} = {x1,%x2}

= Loopar i Xiq.

Satt for enkelhets skull mass-centrum i origo och betrakta vektorn

1
r= §(x1 — X2)

(x1,x%2) ~ (x2,%1) sager da att r ~ —r
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Kontinuerliga utvaxlingar av partiklar

Betrakta forst en kontinuerlig utvaxling av en partikel i rummet.
= Loopar i R3.

Betrakta sedan en kontinuerlig utvaxling av tva partiklar i rummet.
Xear 2 (x1,%2) = (X],%3) = (x2,%1) # (x1,%X2)
Xia 2> {x1,x2} = {x},x5} = {x2,x1} = {x1,%x2}

= Loopar i Xiq.

Satt for enkelhets skull mass-centrum i origo och betrakta vektorn

1
r= §(x1 — X2)

(x1,x%2) ~ (x2,%1) sager da att r ~ —r

Fixera for enkelhets skull dven avstindet, t.ex. [r| =1 = Xeq
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Kontinuerliga utvaxlingar av partiklar

Sammanfattning:

For att studera kontinuerliga utvixlingar av tva partiklar i R? kan
vi alltsd i princip reducera till studiet av kontinuerliga utvaxlingar
av en “partikel” r som ror sig i mangden

Xea={reR3:|r|=1ochr~ -1},

d.v.s. loopar i X;eq (tekniskt = RP?, projektiva planet).
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vi alltsd i princip reducera till studiet av kontinuerliga utvaxlingar
av en “partikel” r som ror sig i mangden

Xea={reR3:|r|=1ochr~ -1},
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Vi ar intresserade av icke-triviala utvaxlingar:
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Kontinuerliga utvaxlingar av partiklar

Sammanfattning:

For att studera kontinuerliga utvixlingar av tva partiklar i R? kan
vi alltsd i princip reducera till studiet av kontinuerliga utvaxlingar
av en “partikel” r som ror sig i mangden

Xea={reR3:|r|=1ochr~ -1},
d.v.s. loopar i X;eq (tekniskt = RP?, projektiva planet).

Vi ar intresserade av icke-triviala utvaxlingar:

Definition: En loop i ett rum X kallas trivial om den kan
kontinuerligt deformeras till en punkt.
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Kontinuerliga utvaxlingar av partiklar

Sammanfattning:

For att studera kontinuerliga utvixlingar av tva partiklar i R? kan
vi alltsd i princip reducera till studiet av kontinuerliga utvaxlingar
av en “partikel” r som ror sig i mangden

Xea={reR3:|r|=1ochr~ -1},
d.v.s. loopar i X;eq (tekniskt = RP?, projektiva planet).

Vi ar intresserade av icke-triviala utvaxlingar:

Definition: En loop i ett rum X kallas trivial om den kan
kontinuerligt deformeras till en punkt.

Vilka av looparna i X,eq ar triviala?
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Kontinuerliga utvaxlingar av partiklar

Sammanfattning:

For att studera kontinuerliga utvixlingar av tva partiklar i R? kan
vi alltsd i princip reducera till studiet av kontinuerliga utvaxlingar
av en “partikel” r som ror sig i mangden

Xea={reR3:|r|=1ochr~ -1},
d.v.s. loopar i X;eq (tekniskt = RP?, projektiva planet).

Vi ar intresserade av icke-triviala utvaxlingar:

Definition: En loop i ett rum X kallas trivial om den kan
kontinuerligt deformeras till en punkt.

Vilka av looparna i X,eq ar triviala? = Dubbel utvaxling av tva
partiklar i R? ir detsamma som ingen utvixling!
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Bosoner och fermioner

Kom ihdg vagfunktionen:

U(xi,x2) €C,  P(x1,%a) = [¥(x1,%2)[”
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Bosoner och fermioner

Kom ihdg vagfunktionen:
U(xi,x2) €C,  P(x1,%2) = [¥(x1,x2)[?
Representera nu en (kontinuerlig) utvaxling med ett tal z € C:
U(x9,x1) = 2¥(x1,X2)

Ingen utvaxling (start): 1 (referenspunkt).
En utvaxling ger z.

Tva utvaxlingar ger z2. Detsamma som ingen utvixling: H
boson
= z==l1 .
fermion
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Konsekvenser

En konsekvens av minustecknet for fermioner ar att de inte kan
begfinna sig i samma tillstand, eller punkt x; = x3 = x € R%:

U(x,x) =—-U(x,x) =0
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Konsekvenser

En konsekvens av minustecknet for fermioner ar att de inte kan
begfinna sig i samma tillstand, eller punkt x; = x3 = x € R%:

U(x,x) =—-U(x,x) =0

= P = 0 pa diagonalen.

Detta kallas for | Pauli’s exklusionsprincip|

OBS: Samma logik och slutsats galler dven rent teoretiskt i hogre
dimensioner an tre, dock annorlunda i en och tva dimensioner!
(min forskning... s.k. “anyoner”, kan sla knut p3 sig sjalva)

[Leinaas, Myrheim 1977; Goldin, Menikoff, Sharp 1981; Wilczek 1982]
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Kvantstatistik i 3D
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\

Bose—Einstein
Condenstate

Cold bosons Cold fermions
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Kvantstatistik i 3D
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Manga partiklar

Bosoner i Bose-Einstein kondensat: ¢

N
U(x1,X2,...,XN) = H (x5)
j=1

Sannolikhetsfordelning: oberoende och likafordelade enl. P

N
Py(x1, %, %) 1= (WGt )2 = [ o) 2
j=1
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Manga partiklar

Bosoner i Bose-Einstein kondensat: ¢

N
U(x1,X2,...,XN) = H (x5)
j=1

Sannolikhetsfordelning: oberoende och likafordelade enl. P
N

Py(x1,%2, ..., xn) = [U(x1,....xn)* = [] lo(x))]?
j=1

Fermioner i Fermi-hav: ¢1, ¢, ..., ¢n linjart oberoende
\I/(Xl,Xg, - ,XN) = det [¢k(X])] 1<j k<N
Sannolikhetsfordelning: korrelerade enligt en determinant-process,
P\y(Xl,Xg,.. .,XN) =0 om X; = Xk, j 75 k
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Materiens stabilitet: kombination av osakerhet & exklusion

Repulsionen i Py ar starkare an sa, och kan effektivt/lokalt
betraktas som en potentiell energi

1 1
V(Xlw--aXN)NN Z % — xa?

2
X; — X
1<j<k<N "7 a

Med en siddan repulsion blir for IV elektrostatiskt vaxelverkande
kvantpartiklar i 3D lagsta energin

E(N)~—CN

och utan
E(N) ~ —CN"/

jfr. vita/degenererade dvargar, neutronstjarnor, bosonstjarnor...?

Indentiska partiklar Douglas Lundholm 15/17



Nagra referenser for den nyfikne

J. M. Leinaas and J. Myrheim, On the theory of identical particles,
Nuovo Cimento B 37 (1977), 1-23.

J. Myrheim, Anyons, in Topological aspects of low dimensional systems,
Les Houches summer school, 1999.

E. H. Lieb and R. Seiringer, The Stability of Matter in Quantum
Mechanics, Cambridge University Press, 2010.

D.L., Methods of modern mathematical physics: Uncertainty and
exclusion principles in quantum mechanics, lecture notes for a
master-level course given at KTH in 2017 and LMU Munich in 2019,
arXiv:1805.03063 (revision underway)

Indentiska partiklar Douglas Lundholm 16/17



Funbo runsten, Uppsala

Indentiska partiklar Douglas Lundholm




	Identiska partiklar

