Vad ar en Partiell Differentialekvation?

Enkelt beskrivet sa ar en partiall differentialekvation en ekvation som innehaller partiella derivator. Mer specifikt sé
soker man en funktion som beror av flera variabler och som uppfyller en relation mellan dess partiella derivator. Det mest
klassiska exemplet dr Laplace ekvation
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dir man alltsa soker funktionen u(z,y, z) si att (1) ar uppfylld.
Det finns en oédndlig méngd olika partiella differentialekvationer, tex
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Formodligen sd har ni stott pa ovanstdende ekvationer i andra kurser. Ekvation (1) beskriver manga fysikaliska
situationer sasom elektriska filt eller graviationspotentialer. Ekvation (2) kallas virmeledningsekvationen och dr en modell
for virmeledning. Och (3) kallas vagekvationen och beskriver vagrorelser.

Det finns en uppsjo av andra partiella differentialekvationer som har manga olika, teoretiska och tillampade, anvind-
ningsomraden. Ovanstaende ekvationer beror bara pa de tva férsta derivatorna men det ar enkelt att hitta pa ekvationer
som beror pa hogre derivator sdsom
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vilken vi kénner igen fran hallfasthetsldran som en modell for beskrivningen av en plat.

Ovanstaende ekvationer &r linjédra, dvs om u och v &r tva losningar s& kommer au + bv att vara en l6sning for alla tal
a,b € R. Men det ar enkelt att hitta pa andra ekvationer som inte &r linjira tex.
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vilket &r en forsta ordningens (beror bara pa forsta derivatan) ickelinjar ekvation. Den hér ekvationen ar viktig inom
optiken. Det finns vildigt manga andra tillimpningar av teorin for partiella differentialekvationer sasom ekonomiska
tillimpningar, viderfenomen, kvantmekanik etc. etc.

Forhoppningsvis sa ger det ovanstaende en liten kiinsla for vad en partiell differentialekvation dr. Och ocksa en kénsla
for att de &r véldigt varierade och viktiga - da de modellerar manga viktiga fysikaliska fenomen. Men vad gér man nér
man jobbar med partiella differentialekvationer?

En av de viktigaste fragorna, som med alla ekvationer, &r om det existerar 16sningar och om man kan berdkna dem
pa nagot sitt. Sasom ekvationerna ar formulerade ovan sa dr det ldtt att hitta 1osningar, tex om w dr en konstant s &ar
det en 16sning till alla ovanstaende ekvationer utom (5). Men i fysikaliska tillampningar s& vill man oftast 16sa ekvationen
i ett visst omrade i rummet sasom t.ex. en boll B,.(0) = {z € R3; 2% + y? + 2? < r?}. Vidare sd brukar man behéva
specificera virdet pa randen av omradet, och ocksa vid tidpunkten ¢ = 0 om man l6ser ett tidsberoende problem sasom
(2). Problemet formuleras d& som
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for nagra givna funktioner f(z,y,z) och g(z,y,z,t). Dessa ekvationer modellerar virmeflodet i bollen B,.(0) om randen
till bollen halls vid temperaturen g(zx,y, z,t) och bollen har temperaturen f(z,y,z) da ¢ = 0. Ekvationerna (6) &r inte
triviala att 16sa - om inte funktionerna f och g skulle vara véldigt enkla. Formodligen s& har ni lart er beridkna 16sningar
till (6) i ndgon kurs med hjilp av variabelseparation eller liknande.

Men vildigt sma fordndringar i ekvationen kan leda till stora svarigheter titta tex pa ekvationen
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"1 0 annars.

Ox? 0y? 072 ot

Den ekvationen modellerar sméltning av is - dvs virmefléde med en extra parameter som haller ordning pa omradet som
ar fruset dir temperaturen u(x,y, z,t) = 0. En sa liten skillnad i problemet gor att man maste anvinda hela matematikens
styrka: analys i odndligdimensionella vektorrum, definiera om sjélva meningen med vad vi menar med en 16sning etc.

Om man forskar i partiella differentialekvationer sa ar man ocksa intresserad av kvalitativa och kvantitativa egenskaper
av l6sningar. Detta eftersom man har stora problem att explicit berdkna I6sningar till partiella differentialekvationer



annat &n i vildigt enkla fall. Men dven om man inte kan berdkna 16sningen sa kan man ofta siga nagot om den. T.ex. sa
forvintar vi oss att om vi har en totalt isolerad kropp med temperatur som ar storre &n noll i tidpunkten ¢ = 0 sa borde
temperaturen vara storre dn noll for alla ¢ > 0. For att bevisa detta sa behover vi inte nddvindigtvis berékna 16sningen
explicit.

Partiella differentialekvationer &r ett vildigt rikt omrade som anknyter till manga omraden inom matematiken. T.ex.
s& anvinder teorin for partiella differentialekvationer sig ofta av metoder fran Fourieranalys, Funktionalanalys (lite som
linjér algebra med oéndligt ménga dimensioner) och komplex analys. Vildigt ménga omraden inom matematiken anvéinder
ocksa teori fran partiella differentialekvationer, t.ex. differentialgeometri och matematisk fysik.



